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eli volatiliteetilla. Kun luovutaan normaalijakaumaoletuksesta, mitä tukee havainnot histo-
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ominaisuudet, sanomme, että se on koherentti.
Volatiliteetti ei ole monotoninen tai käteisinvariantti, joten sitä ei voida pitää kovin hyvänä
riskimittana. Lisäksi se on symmetrinen, jolloin myös erityisen suuret tuotot lisäävät sijoi-
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konveksi. Tällöin se voi rankaista hajauttamisesta. Sen sijaan maksimaalinen riskimitta sekä
odotettu vaje ovat esimerkkejä koherenteista riskimitoista.
Sijoituksen itsenäinen riski ei kuitenkaan ole vielä erityisen kiinnostava, kun siirrytään port-
foliokontekstiin. Tässä yhteydessä voidaan soveltaa erilaisia riskinallokointimenetelmiä sen
selvittämiseen, mikä on yksittäisten portfoliossa olevien sijoitusten kontribuutio portfolion
kokonaisriskiin valitun riskimitan suhteen. Tällaisia menetelmiä on useita, mutta yksikään
niistä ei toteuta kaikkia kolmea riskinallokointimenetelmiltä toivottua ominaisuutta. Nämä
ominaisuudet ovat yhtäläisen kohtelun ominaisuus, vahvan monotonisuuden ominaisuus sekä
ydinyhteensopivuuden ominaisuus.
Sovelluksena edellä esitetystä teoriasta tutustutaan Eufex Eläkevarainhoito
-erikoissijoitusrahaston riskiprofiiliin.
Tutkimuksessa esitetty teoria pyrkii vastaamaan esimerkiksi seuraaviin kysymyksiin:
• Paljonko tulee varata käteisvaroja, että johonkin sijoitukseen liittyvä riski on hyväksyt-
tävä?
• Minkä sijoituksen painoa tulisi vähentää portfoliosta, mikäli halutaan vähentää portfo-
lion riskitasoa?
• Kuinka suuren osan pankin kokonaisriskistä kukin sen osasto tuottaa?
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1 Johdanto
Monesti matemaattisessa rahoitusteoriassa oletetaan, että sijoitusten tuotot
ovat normaalisti jakautuneita ja että ne voidaan siten mallintaa gaussisiksi
satunnaismuuttujiksi ilman suurempia ongelmia. Tällöin markkinatoimijalle
riittää jakauman odotusarvon sekä keskihajonnan estimoiminen, minkä jäl-
keen tuottojakauma on hyvin määritelty. Sijoituskohteen tuoton keskihajon-
taa kutsutaan volatiliteetiksi. Volatiliteetin ajatellaan mittaavan sijoitukseen
liittyvää riskiä. Volatiliteetti onkin funktio, joka liittää satunnaismuuttujiksi
mallinnettuihin sijoituksiin reaaliarvoisen riskiluvun. Usein volatiliteetin aja-
tellaan olevan synonyymi sijoituksen riskille. Tämä ajatusmalli onkin täysin
perusteltu, mikäli sijoitusten tuottojakaumat ovat gaussisia.
Normaalijakautuneet tuotot ovat arkipäivää rahoitusteorian kulmakivinä
pidetyissä artikkeleissa ja malleissa. Capital Asset Pricing -malli ja sitä edel-
tänyt Harry Markowitzin työ ns. modernin portfolioteorian parissa vakiin-
nuttivat normaalijakauman ja volatiliteetin riskin mittana osaksi rahoitus-
teoriaa ja rahoitusalan käytäntöjä. Portfoliokontekstissa tärkeät sijoituskoh-
teiden väliset riippuvuudet mitataan kovariansseina, minkä jälkeen annetul-
la riskitasolla löydetään parhaiten tuottava portfolio ja kääntäen. Toisaalta
Black—Scholes -mallissa sijoitusten kurssit mallinnetaan geometrisena Brow-
nin liikkeenä. Tällöin osakekurssi saadaan Brownin liikkeen muunnoksena ja
estimoitavat parametrit ovat odotustuotto sekä volatiliteetti [24]. Oleellisesti
kyse on kuitenkin normaalijakaumaoletuksesta myös tässä tapauksessa.
Vaikka oltaisiinkin sitä mieltä, että normaalijakautuneet sijoitustuotot
sekä Capital asset pricing -mallin ideat kuvailevat rahoitusmarkkinoiden toi-
mintaa selkeällä ja jopa nerokkaalla tavalla, on hyvä muistaa tosielämän rea-
liteetit. Sijoitustuotot eivät ole pitkäaikaisten havaintosarjojen perusteella
normaalisti jakautuneet [15]. Erityisesti jakaumien hännät ovat liian paksut
normaalijakaumaan nähden.
Toisaalta volatiliteetti on hieman hankala mittari riskille. Ensinnäkin se
on symmetrinen. Siihen vaikuttaa pienten, epäsuotuisten tuottojen lisäksi
suuret, suotuisat tuotot. Se ei siis mittaa yleisessä, usein ei-normaalisessa
tapauksessa ns. down side -riskiä, vaan yksinkertaisesti tuottojen hajontaa.
Tämän lisäksi myöhemmin tässä tutkimuksessa tullaan huomaamaan, että
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volatiliteetilta puuttuu kaksi erittäin oleellista muutakin ominaisuutta, joita
riskimitalta (eng. measure of risk) toivotaan. Volatiliteetin symmetrisyyson-
gelman ratkaisee yleisesti käytetty value-at-risk -riskimitta. Tähän riskimit-
taan tutustutaan myöhemmin tarkemmin, mutta jo nyt voidaan todeta, ettei
sekään toteuta kaikkia riskimitalta toivottuja ominaisuuksia.
Tämän tutkimuksen alkupuoli koostuu riskimittojen teoriasta. Siinä ra-
kennetaan systemaattinen käsitteistö riskimittojen arviointiin ja esitellään
yleisimpiä riskimittoja. Spektraaliriskimittoja (eng. spectral risk measure)
tai entropiariskimittoja (eng. entropic risk measure) ei esitellä, sillä ne pe-
rustuvat sijoittajien preferenssejä kuvaileviin hyötyfunktioihin ja ovat siten
lähtökohdiltaan huomattavan erilaisia. Tässä tutkimuksessa keskitytään ris-
kimittoihin, joiden antamat riskiluvut ovat luonteeltaan absoluuttisia. Kukin
sijoittaja voi sitten nämä luvut nähtyään tehdä omat päätöksensä toimenpi-
teistään.
Tutkimuksen toinen osa keskittyy riskikontribuution käsitteeseen. Kun
edellä on opeteltu mittaamaan yksittäisen sijoituksen riskiä eri tavoin, tässä
osassa tavoitteena on selvittää, mikä on yksittäisen sijoituksen kontribuutio
sijoitusportfolion kokonaisriskiin. Tämä eroaa usein sijoituksen itsenäisestä
riskistä. Tämän havainnon innoittamina esitellään riskinallokointimenetel-
mien (eng. Risk Capital Allocation Methods) teoriaa yleisellä tasolla sekä
yleisimpiä riskinallokointimenetelmiä.
Lopuksi sovelletaan tutkimuksessa esitettyä teoriaa käytännön tilantee-
seen ja lasketaan esimerkinomaisesti riskimittojen tuottamia riskilukuja sekä
eri riskinallokointimenetelmien määräämiä riskikontribuutioita Eufex Pankki
Oyj:n hallinnoiman erikoissijoitusrahaston Eufex Eläkevarainhoidon sijoituk-
sille sekä omaisuuslajeittain että yksittäisten sijoitusten tasolla.
Tämä Pro Gradu -tutkimus sisältää paljon kirjoittajan suomentamia kä-
sitteitä. Tällaiset käsitteet tunnistaa siitä, että niiden perässä on suluissa
esitetty englanninkielinen alkuperäinen, tai ainakin vakiintuneempi muoto.
Tutkimuksen tärkeimmät lähteet ovat Hans Föllmerin ja Alexander Schiedin
kirja Stochastic Finance: An Introduction in Descrete Time [13] sekä Dóra
Balogin kollegoineen kirjoittama artikkeli Properties of risk capital allocation
methods [4].
Riskimittojen ja etenkin riskinallokointimenetelmien teoria on erittäin
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tuoretta monelta osin. Viime vuosina on kirjoitettu paljon artikkeleita ai-
hepiiriin liittyen. Globaaleja finanssimarkkinoita koetelleet kriisit ovat kään-
täneet niin sijoittajien, akateemikkojen kuin viranomaistenkin huomion si-
joitusriskeihin, joten aihe on myös tältä osin perustellun ajankohtainen.
Käytetyt merkinnät esitellään niiden esiintyessä ensimmäistä kertaa. Täs-
sä yhteydessä esitellään kuitenkin lyhyesti muutama paljon käytetty merkin-
tätapa. Olkoon a ja a′ joukon A alkioita. Tällöin merkitään lyhyesti a, a′ ∈ A.
Toisaalta, olkoon a 6 c ja a′ 6 c. Tällöin merkitsemme lyhyesti a, a′ 6 c.
Vastaavaa logiikkaa sovelletaan myös muihin tilanteisiin. Olkoon sitten X ja
Y satunnaismuuttujia perusjoukkonaan Ω. Tällöin merkintä X 6 Y tarkoit-
taa samaa kuin X(ω) 6 Y (ω) kaikilla ω ∈ Ω. Merkintä A ⊂ B tarkoittaa,
että A on B:n osajoukko, mutta ei välttämättä aito osajoukko.
Tässä tutkimuksessa apulauseet sekä vähemmän tärkeät tulokset esite-
tään lemmoina ja kirjoittajan tärkeänä pitämät väittämät lauseina. Kaikki
määritelmät, lemmat ja lauseet esitetään yhteisellä juoksevalla numeroinnilla
jäsennellen. Todistukset alkavat merkinnällä Todistus. ja päättyvät neliöön.
Haluan kiittää ohjaajaani, yliopistonlehtori, FT Dario Gasbarraa pitkis-
tä ja antoisista keskusteluista tutkimusaiheeseeni liittyen. Haluan osoittaa
kiitokseni myös Eufex Pankki Oyj:lle taloudellisesta tuesta tutkimusta teh-
dessäni. Olen hyvin kiitollinen myös Eufex Pankin sijoitusjohtajalle, dosentti,
KTT Anders Ekholmille avusta erityisesti soveltavaan kappaleeseen liittyen.
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2 Riskimitat
2.1 Riskimittojen aksioomat ja luokittelu
Rakennetaan staattinen kahden ajanhetken malli, joka koostuu ajanhetkis-
tä 0 ja 1. Olkoon ensin Ω kiinteä joukko erilaisia hetken 1 maailmantiloja.
Kutsutaan joukkoa Ω perusjoukoksi ja merkitään sen alkioita ω. Olkoon F
kaikkien mitallisten joukkojen eli tapahtumien joukko. Mallinnetaan sitten
sijoituksiin liittyvät euromääräiset arvonmuutokset rajoitetuiksi satunnais-
muuttujiksi, ja merkitään kaikkien näiden rajoitettujen mitallisten kuvausten
X : (Ω,F )→ R joukkoa X . Satunnaismuuttujilla X ∈X oletetaan olevan
äärellinen varianssi ja odotusarvo. Oletus satunnaismuuttujien rajallisuudes-
ta voi tuntua rajoittavalta, mutta sovellusten kannalta sillä ei ole merkitystä.
Satunnaismuuttujien saamien arvojen ylärajaksi voidaan valita esimerkiksi
M1000
1000 ja alarajaksi tämän luvun vastaluku. LuvullaM merkitään kaikkea
maailman yhteenlaskettua varallisuutta euroissa mitattuna.
Huomionarvoista on, ettei avaruuteen (Ω,F ) määrätä vielä tässä vai-
heessa kiinteää todennäköisyysmittaa. Siirrytään tämän yksinkertaisen mal-
lin puitteissa itse riskimittojen teoriaan.
1 Määritelmä (Riskimitta). Kutsutaan funktionaalia ρ : X → R riskimi-
taksi.
Liitetään määritelmään 1 seuraava tulkinta: ρ(X) on se määrä käteistä,
jonka lisääminen portfolioon tekee sijoituksesta X hyväksyttävän. Tätä kä-
teismäärää voidaan ajatella vakuutena, puskuripääomana tai vain teknisenä
riskin suuruutta kuvaavana lukuna.
Riskimitta siis liittää kaikkiin sijoituksiin yksikäsitteisen riskiluvun. Ris-
kimitan määritelmä on kuitenkin erittäin yleinen, joten siirrymmekin nyt
esittelemään riskimitoilta toivottuja ominaisuuksia.
2 Määritelmä (Monotoninen riskimitta). Olkoon ρ riskimitta. Se on mon-
otoninen, mikäli kaikilla X, Y ∈X pätee:
(R1) Jos X 6 Y , niin ρ(X) > ρ(Y ).
Ehdon (R1) motivaationa on se, että mikäli jokin sijoitus tuottaa vähin-
tään saman verran kuin jokin toinen, on siinä silloin oltava myös pienem-
pi riski. Tämä on erittäin intuitiivinen vaatimus. Ei ole kovin luonnollista,
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mikäli kaikissa mahdollisissa tilanteissa paremmin tuottava sijoitus kantaisi
suurempaa riskilukua.
3 Määritelmä (Käteisinvariantti riskimitta). Olkoon ρ riskimitta. Se on
käteisinvariantti, mikäli kaikilla X, Y ∈X pätee:
(R2) Jos m ∈ R, niin ρ(X +m) = ρ(X)−m.
Käteisinvarianssia kutsutaan myös siirtoinvarianssiksi yleisemmän teorian
vuoksi. Ehto (R2) vaatii, että käteisen lisääminen salkkuun pienentää suoraan
vastaavan määrän käteisvaadetta hyväksyttävyyden mielessä. Myös tämä eh-
to on erittäin luonnollinen ja ilman sitä koko riskimitan tulkinta vaikeutuu.
Seuraava määritelmä auttaa puhuttaessa riskimitoista. Lähteessä [13] ris-
kimitta on määritelty siten, että ehdot (R1) ja (R2) toteutuvat. Tällöin esi-
merkiksi volatiliteetti rajautuu riskimitan määritelmän ulkopuolelle, minkä
johdosta tässä on käytetty yleisempää muotoa. Otetaan kuitenkin käyttöön
seuraavan määritelmä.
4 Määritelmä (Tavallinen riskimitta). Olkoon ρ riskimitta. Se on tavallinen
riskimitta, mikäli se on monotoninen sekä käteisinvariantti.
Nyt siirrytään ensimmäiseen lemmaan, joka sitoo käteisinvarianssiehdon
(R2), hyväksyttävyyden sekä riskimitan tulkinnan vakuusvaateena toisiinsa.
5 Lemma (Riski-identiteetti). Olkoon ρ käteisinvariantti riskimitta. Tällöin
kaikilla X ∈X pätee ρ(X + ρ(X)) = 0.
Todistus. Riskimitan käteisinvarianssiominaisuutta hyödyntämällä saadaan
ρ(X + ρ(X)) = ρ(X)− ρ(X) = 0, sillä ρ(X) ∈ R.
Lemma 5 on suora ja melko ilmeinen seuraus ehdosta (R2), mutta sen
pintaa syvempi ymmärtäminen on erittäin tärkeää intuition saavuttamisen
kannalta.
Seuraava lause oikeastaan riittää motivoimaan koko riskimittojen teorian
kehittelyn. Niin käytännön rahoitusmaailmassa kuin monessa rahoitusteorian
mallissa, kuten esimerkiksi capital asset pricing -mallissa, sijoitusten riskiä
mitataan varianssilla (tai sen neliöjuurella volatiliteetin nimellä tunnetulla
keskihajonnalla). Seuraava lause kuitenkin kannustaa muiden vaihtoehtojen
etsintään.
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6 Lause (Volatiliteetin ominaisuuksia). Volatiliteetti ei toteuta riskimitto-
jen ominaisuuksia (R1) tai (R2). Toisin sanoen se ei ole monotoninen tai
käteisinvariantti.
Todistus. Olkoon D(X) :=
√
Var(X) kaikilla X ∈ X . Olkoon lisäksi Ω =
{ω1, ω2}, X, Y ∈X , X(ω1) = 1, X(ω2) = 2, P(ω1) = P(ω1) = 1/2 ja m 6= 0.
Nyt X > 0, mutta D(X) =
√
Var(X) = 1/2 > 0 =
√
Var(0) = D(0).
Näin ollen volatiliteetti ei ole monotoninen.
Seuraavaksi huomataan, että D(X+m) =
√
Var(X +m) =
√
Var(X) 6=√
Var(X) −m = D(X) −m, joten volatiliteetti ei ole myöskään käteisinva-
riantti.
Siirrytään seuraavaan hyvin toivottavaan riskimittojen ominaisuuteen.
7 Määritelmä (Konveksi riskimitta). Olkoon ρ riskimitta. Se on konveksi,
mikäli kaikilla X, Y ∈X ja λ ∈ [0, 1] pätee
(R3) ρ(λX + (1− λ)Y ) 6 λρ(X) + (1− λ)ρ(Y ).
Konveksisuus takaa, ettei riskimitta rankaise hajauttamisesta. Tämä on
niin ikään erittäin luonnollinen vaatimus ajatellen käytäntöä ja klassista ra-
hoitusteoriaa. Seuraava ominaisuus taas varmistaa, että sijoituksen riski skaa-
lautuu suoraan sijoituksen koon kasvaessa.
8 Määritelmä (Positiivisesti homogeeni riskimitta). Olkoon ρ riskimitta. Se
on postiivisesti homogeeni, mikäli kaikilla X ∈X ja λ > 0 pätee
(R4) ρ(λX) = λρ(X).
Nyt on esitelty eräitä erittäin keskeisiä riskimitoilta toivottuja ominai-
suuksia. Seuraava määritelmä kokoaa nämä yhteen. Käsitteen koherentti ris-
kimitta (eng. coherent measure of risk) on ensimmäisenä esitellyt Artzner
kollegoineen vuonna 1998 julkaisemassaan artikkelissa [1].
9 Määritelmä (Koherentti riskimitta). Olkoon ρ riskimitta. Se on koherent-
ti, mikäli se toteuttaa ehdot (R1)-(R4).
Koherentti riskimitta ei rankaise hajauttamisesta ja lisäksi positiivinen
homogeenius takaa, että riski kasvaa lineaarisesti sijoituksen kasvaessa. Se
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käyttäytyy myös luonnollisella tavalla monotonisesti ja huomioi käteisen rei-
lulla tavalla. Positiivinen homogeenius voi kuitenkin joskus olla haitaksi ja
voimmekin haluta, että suuri paino yhdessä rahoitusinstrumentissa kasvattaa
riskiä korostetusti lineaarisen kasvun sijaan. Tässä tutkimuksessa kuitenkin
keskitytään koherentteihin riskimittoihin.
Jatketaan seuraavaan positiivista homogeenisuutta heikompaan ominai-
suuteen.
10 Määritelmä (Normaali riskimitta). Olkoon ρ riskimitta. Se on normaali,
mikäli
(R5) ρ(0) = 0.
Mikäli riskimitta ei ole normaali, voi syntyä tilanne, jossa ns. tyhjä sijoitus
sisältää riskiä. Tämä sotii intuitiotamme vastaan ja normaalisuusvaatimus
vaikuttaakin luonnolliselta. Normaalisuudesta voi kuitenkin joskus joutua
luopumaan sen yksinkertaisuudesta huolimatta.
11 Lemma. Olkoon ρ käteisinvariantti riskimitta. Tällöin se on normaali
jos ja vain jos ρ(m) = −m kaikilla m ∈ R.
Todistus. Muistetaan, että käteisinvarianteilla riskimitoilla pätee ρ(m)=ρ(0)−
m. Nyt, mikäli ρ(m) = −m on oltava ρ(0) = 0. Kääntäen, mikäli ρ(0) = 0,
seuraa suoraan, että ρ(m) = −m. Siis ρ on normaali täsmälleen silloin kun
ρ(m) = −m.
Käytetyillä määritelmillä on seuraava seuraus.
12 Lemma. Jos riskimitta ρ on positiivisesti homogeeni, on se normaali.
Todistus. Olkoon X ∈ X . Käyttämällä positiivista homogeeniutta saadaan
ρ(0) = ρ(0 ·X) = 0ρ(X) = 0. Siis positiivinen homogeenius implikoi normaa-
liuden.
Seuraava riskimitalta toivottu ominaisuus liittyy positiiviseen homogee-
nisuuteen ja konveksisuuteen, kuten tullaan huomaamaan. Korollaari 14 aut-
taakin konveksisuuden tunnistamisessa, mikäli riskimitta tiedetään positiivi-
sesti homogeeniksi.
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13 Määritelmä (Subadditiivisuus). Olkoon ρ riskimitta. Se on subadditii-
vinen, mikäli kaikilla X, Y ∈X pätee
(R6) ρ(X + Y ) 6 ρ(X) + ρ(Y ).
14 Lemma. Olkoon ρ positiivisesti homogeeni riskimitta. Tällöin sen on
konveksi jos ja vain jos se on subadditiivinen.
Todistus. Oletetaan, että riskimitta ρ on postitiivisesti homogeeni. Olkoon
λ ∈ [0, 1]. Huomataan, että λX, (1− λ)Y ∈X kaikilla X, Y ∈X .
Oletetaan sitten ensin, että ρ on subadditiivinen. Tällöin
ρ
(
λX + (1− λ)Y ) R66 ρ(λX) + ρ((1− λ)Y ) R4= λρ(X) + (1− λ)ρ(Y ).
Näin ollen ρ on konveksi, mikäli se on positiivisesti homogeeni ja subadditii-
vinen.
Oletetaan sitten subadditiivisuuden sijaan, että ρ on konveksi. Tällöin
ρ(X + Y ) = ρ
(
2 · 1
2
(X + Y )
)
R4
= 2ρ
(
1
2
X +
1
2
Y
)
R3
6 2
(
1
2
ρ
(
X
)
+
1
2
ρ
(
Y
))
= ρ(X) + ρ(Y ).
Näin ollen ρ on subadditiivinen, mikäli se on positiivisesti homogeeni ja kon-
veksi.
Ellei voida olettaa, että portfolion, kuten pankin taseen, sijoitukset tuovat
suojaa toisiaan vastaan, halutaan, että portfolion riski voidaan laskea suoraan
sen komponenttien riskien summana additiivisesti. Tällaista tarvetta varten
otetaan käyttöön komonotonisuuden käsite.
15 Määritelmä (Komonotoniset satunnaismuuttujat). Satunnaismuuttujat
X, Y ∈ X ovat komonotoniset avaruudella (Ω,F ), mikäli kaikilla pareilla
(ω, ω′) ∈ Ω× Ω pätee(
X(ω)−X(ω′))(Y (ω)− Y (ω′)) > 0.
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Komonotonisuus tarkoittaa siis sitä, että siirryttäessä jostain maailmanti-
lasta toiseen, satunnaismuuttujien X ja Y saamat arvot muuttuvat samaan
suuntaan tai ainakin toinen pysyy vakiona. Määritelmää 15 hyödyntäen voi-
daan siirtyä komonotonisten riskimittojen pariin.
16 Määritelmä (Komonotoninen riskimitta). Olkoon ρ riskimitta. Se on
komonotoninen, mikäli
(R7) kaikilla komonotonisilla satunnaismuuttujilla X, Y ∈X pätee
ρ(X + Y ) = ρ(X) + ρ(Y ).
Määritelmän tulkinnassa oleellista on se, että tarkasteltavat satunnais-
muuttujat ovat komonotoniset. Komonotoninen riskimitta voi myös palki-
ta hajauttamisesta, mutta ei komonotonisten satunnaismuuttujien kohdalla,
kuten halutaankin. Ehto (R7) on siten myös toivottava ominaisuus kaikille
riskimitoille käytännön riskinhallintatyön kannalta.
17 Lemma. Komonotoninen tavallinen riskimitta on normaali.
Todistus. Olkoon ρ komonotoninen riskimitta. Huomataan, että satunnais-
muuttuja on selvästi komonotoninen nollan kanssa. Olkoon X ∈X . Saamme
ρ(λX) = ρ(λX + 0)
R7
= ρ(λX) + ρ(0),
joten ρ(0) = 0.
Loppukappaleessa käsitellään hieman teknisempää teoriaa. Tarkoitukse-
na on esittää koherentti riskimitta Choquet-integraalina sekä esitellä tapa
karaktrerisoida koherentit riskimitat robustisti.
18 Määritelmä. Olkoon c : F → [0, 1] mielivaltainen kuvaus. Se on nor-
mitettu, mikäli c(Ω) = 1 ja c(∅) = 0.
19 Määritelmä. Olkoon c : F → [0, 1] mielivaltainen kuvaus. Se on mono-
toninen, mikäli c(A) 6 c(B) kaikilla A,B ∈ F , joilla A ⊂ B.
20 Määritelmä (Choquet-integraali). Olkoon c : F → [0, 1] normitettu ja
monotoninen kuvaus. Olkoon X ∈X . Tällöin∫
X dc :=
∫ 0
−∞
(c(X > x)− 1) dx+
∫ ∞
0
c(X > x) dx
on satunnaismuuttujan X Choquet-integraali kuvauksen c suhteen.
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Siinä erikoistapauksessa, että c on todennäköisyysmitta, on Choquet-
integraali tavallinen odotusarvo. Tutustutaan seuraavaksi muutamaan Choquet-
integraalin ominaisuuteen.
21 Lemma (Choquet-integraalin ominaisuuksia). Choquet-integraalille pätee
seuraavat asiat:
(i)
∫
X dc 6
∫
Y dc kaikilla X 6 Y
(ii)
∫
λX dc = λ
∫
X dc kaikilla λ > 0
(iii)
∫
(λ+X) dc = λ+
∫
X dc
Todistus. Riittää, että väitteet osoitetaan satunnaismuuttujien negatiivisille
ja positiivisille osille erikseen. Osoitetaan tässä väittämät positiiviselle osalle.
Olkoon siis 0 6 Y 6 X. Olkoon X+ := max{X, 0} ja X− := max{−X, 0}
kaikilla X ∈ X . Tällöin X = X+ − X−. Huomataan lisäksi, että c(Ac) >
1− c(A), sillä c on subadditiivinen. Huomataan myös, että
−
∫
X− dc := −
∫ ∞
0
c(X− > x) dx
= −
∫ ∞
0
c(−X− < −x) dx
=
∫ 0
−∞
c(−X− < y) dy
>
∫ 0
−∞
(1− c(−X− > x)) dx
=
∫
(−X−) dc.
Nyt voidaan siirtyä itse väittämien todistuksiin.
(i) Huomataan aluksi, että {X > t} ⊂ {Y > t} kaikilla t ∈ R. Tällöin∫ ∞
0
c(X > t) dt 6
∫ ∞
0
c(Y > t) dt
kuvauksen c monotonisuuden perusteella, joten Choquet integraali on mon-
otoninen.
(ii) Olkoon nyt λ > 0. Tällöin hyödyntämällä muuttujanvaihtoa saadaan∫ ∞
0
c(λX > x) dx =
∫ ∞
0
c(X > x/λ) dx 6
∫ ∞
0
c(X > y) dy.
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(iii) Kun X > 0, saadaan∫ ∞
0
c(λ+X > x) dx =
∫ ∞
0
c(X > x− λ) dx
=
∫ ∞
−λ
c(X > y) dy
=
∫ 0
−λ
1dy +
∫ ∞
0
c(X > y) dy
= λ+
∫ ∞
0
X dc.
22 Lause. Tappion Choquet-integraali
ρ(X) :=
∫
(−X) dc
on monotoninen, käteisinvariantti ja positiivisesti homogeeni riskimitta.
Todistus. Ensinnäkin kyseessä on vähenevä kuvaus, sillä lemmassa 21 osoi-
tettiin, että Choquet-integraali on kasvava nyt tarkasteltavan muuttujan −X
vastaluvulle X. Toisaalta käteisinvarianssi voidaan todeta seuraavasti:
ρ(X+m) =
∫
(−(X+m)) dc =
∫
(−X−m)) dc ∗= −m+
∫
(−X) dc = ρ(X)−m,
missä * seuraa lemman 21 kohdasta (iii). Positiivinen homogeenius seuraa
lemman 21 kohdasta (ii), kun huomaamme, että
ρ(λX) =
∫
λX dc = λ
∫
X dc = λρ(X).
23 Lemma. Riskimitta ρ, jolla on esitys tappion Choquet-integraalina, on
konveksi ja positiivisesti homogeenina siten myös koherentti jos ja vain jos
Choquet-integraalin kuvaus c on submodulaarinen eli c(A∩B) + c(A∪B) 6
c(A) + c(B) kaikilla A,B ∈ F .
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Todistus. Huomataan aluksi, että mikäli X(ω) = 1A(ω), pätee
∫
X dc =∫ 1
0
c(X > x) dx = c(A). Olkoon nyt ρ(X) =
∫
(−X) dc subadditiivinen riski-
mitta, X = −1A ja Y = −1B. Tällöin
ρ(X + Y ) =
∫ ∞
0
c(−(X + Y ) > t) dt
=
∫ ∞
0
c(1A + 1B > t) dt
=
∫ 1
0
c(A ∪B) dt+
∫ 2
1
c(A ∩B) dt
= = c(A ∪B) + c(A ∩B).
Toisaalta
ρ(X) + ρ(Y ) =
∫ 1
0
c(A) dt+
∫ 1
0
c(B) dt = c(A) + c(B).
Näin ollen subadditiivisuusoletuksemme ρ(X + Y ) 6 ρ(X) + ρ(Y ) on
yhtäpitävää sen kanssa, että c(A∩B) + c(A∪B) 6 c(A) + c(B), mikä olikin
väite.
24 Määritelmä. Merkitään kaikkien äärellisesti additiivisten kuvausten Q :
F → [0, 1], joilla Q(Ω) = 1, luokkaa M1,f .
25 Lemma. Tappion Choquet-integraalin ollessa koherentti riskimitta, on
riskimitalla esitys
ρ(X) = max
Q∈Qc
EQ[−X],
missä Qc on funktion c ydin, joka on määritelty seuraavalla kaavalla:
Qc := {Q ∈M1,f
∣∣Q normalisoitu ja äärellisesti additiivinen,
Q[A] 6 c(A) kaikilla A ∈ F}.
Todistus. Lemma on koostettu yhdistämällä Föllmerin ja Schiedin kirjasta
sivulta 200 teoreemasta 4.88 kohdat b ja c, eikä sen todistusta toisteta tässä.
26 Lemma. Riskimitta ρ on komonotoninen jos ja vain jos on olemassa
normitettu kuvaus c avaruudella (Ω,F ) jolla pätee
ρ(X) =
∫
(−X) dc
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kaikilla X ∈X eli ρ voidaan esittää tappion Choquet-integraalina kuvauksen
c suhteen. Tällöin c saadaan kaavasta c(A) = ρ(−IA), missä A ∈ F .
Todistus. Lemma on esitetty lauseena Föllmerin ja Schiedin kirjassa sivulla
198 [13] eikä sitä todisteta tässä.
Esitetään vielä koherenttien riskimittojen karakterisaatiolause.
27 Lause (Koherentin riskimitan karakterisaatiolause). Olkoon ρ riskimitta.
Se on koherentti jos ja vain jos on olemassa osajoukko Q ∈M1,f , jolla
ρ(X) = sup
Q∈Q
EQ[−X]
kaikilla X ∈X . Tällöin Q voidaan valita siten että se on konveksi.
Todistus. Lause on esitetty Föllmerin ja Schiedin kirjassa sivulla 161 ja to-
distettu usealla eri tavalla [13] eikä todistuksia toisteta tässä.
2.2 Hyväksyttävyysjoukot
Määritellään seuraavaksi täsmällisesti, mitä tarkoittaa, että sijoitus on hyväk-
syttävä jonkin riskimitan mielessä. Olkoon kaikki tässä kappaleessa esitettä-
vät riskimitat monotonisia sekä käteisinvariantteja. Aloitetaan esittelemällä
hyväksyttävyysjoukon (eng. acceptance set) käsite.
28 Määritelmä (Hyväksyttävyysjoukko). Merkitään kaikkien riskimitan ρ
suhteen hyväksyttävien sijoitusten joukkoa Aρ := {X ∈ X : ρ(X) 6 0} ⊂
X . Kutsutaan joukkoa Aρ riskimitan ρ hyväksyttävyysjoukoksi.
Hyväksyttävien sijoitusten takia salkkuun ei siis tarvitse liittää käteis-
tä. Huomataan, että X + m ∈ Aρ kaikilla m > ρ(X). Seuraavaksi tutki-
taan riskimitan suhdetta hyväksyttävyysjoukkoonsa ja esitellään muutamia
hyväksyttävyysjoukon ominaisuuksia.
29 Lemma (Palautuskaava). Olkoon ρ käteisinvariantti riskimitta ja Aρ sen
hyväksyttävyysjoukko. Tällöin ρ(X) = inf{m ∈ R : X +m ∈ Aρ}.
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Todistus. Olkoon Aρ := {X ∈X : ρ(X) 6 0} ⊂X . Tällöin
inf{m ∈ R : X +m ∈ Aρ} = inf{m ∈ R : ρ(X +m) 6 0}
R2
= inf{m ∈ R : ρ(X)−m 6 0}
= inf{m ∈ R : ρ(X) 6 m}
= ρ(X).
Viimeinen yhtälö seuraa siitä, että ρ(X) on pienin reaaliluku, joka on suu-
rempi tai yhtä suuri kuin luku ρ(X) itse.
Tähän asti riskimitta on otettu annettuna ja hyväksyttävyysjoukko on
määrätty sen perusteella. Joskus tilanne on kuitenkin päinvastainen ja hy-
väksyttävyysjoukko A on annettu. Tämä johtaa seuraavaan lemmaan.
30 Lemma. Olkoon A mielivaltainen hyväksyttävien sijoitusten joukko. Täl-
löin kaavalla
ρA (X) := inf{m ∈ R : X +m ∈ A }, X ∈X
määritelty funktionaali ρA on tavallinen riskimitta.
Todistus. Ensinnäkin selvästi kyseessä on kuvaus joukosta X reaaliluvuille,
joten kyseessä on riskimitta. Oletamme sitten, että hyväksyttävyysjoukko
A on sellainen, että mikäli X ∈ A , niin Y ∈ A kaikilla Y > X. Toisin
sanoen hyväksyttävää positiota paremman tuoton antava positio on myös
hyväksyttävä. Olkoon α ∈ R sellainen, että X ∈ A jos ja vain jos X(ω) > α
kaikilla ω ∈ Ω. Olkoon X 6 Y . Tällöin
ρA (X) = inf{m ∈ R : X +m ∈ A }
= inf{m ∈ R : X +m > α}
> inf{m ∈ R : Y +m > α}
= inf{m ∈ R : Y +m ∈ A }
= ρA (Y ).
Siten ehto R1 toteutuu eli funktionaali on vähenevä. Tutkitaan sitten ehtoa
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R2 eli käteisinvarianssiominaisuutta. Saadaan
ρA (X + k) = inf{m ∈ R : (X + k) +m ∈ A }
= inf{m ∈ R : X + k +m > α}
= inf{m ∈ R : X +m > α} − k
= inf{m ∈ R : X +m ∈ A } − k
= ρA (X)− k.
Näin ollen kyseessä on käteisinvariantti riskimitta.
Seuraavaksi lauseessa 33 tarkastellaan muutamia hyväksyttävyysjoukon
ja riskimitan yhteyksiä ja ominaisuuksia. Ennen lauseeseen 33 siirtymistä
tarvitaan kuitenkin muutamia apuneuvoja.
31 Määritelmä (Kartio). Joukko C ⊂ X on kartio joukossa X , mikäli
kaikilla X ∈ C ja λ > 0 pätee λX ∈ C.
32 Lemma. Mielivaltainen tavallinen riskimitta ρ on 1-Lipschitz-jatkuva
sup-normin ||·||∞ suhteen eli kaikilla X, Y ∈X pätee∣∣ρ(X)− ρ(Y )∣∣ 6 ∣∣∣∣X − Y ∣∣∣∣∞.
Todistus. Yleisesti pätee, että
X − Y 6 ∣∣∣∣X − Y ∣∣∣∣∞,
jolloin
X 6 Y +
∣∣∣∣X − Y ∣∣∣∣∞.
Riskimitan ρ vähenevyydestä johtuen
ρ(X) > ρ(Y +
∣∣∣∣X − Y ∣∣∣∣∞).
Käyttämällä hyväksi riskimitan ρ käteisinvarianssiominaisuutta, saadaan
ρ(X) > ρ(Y )− ∣∣∣∣X − Y ∣∣∣∣∞.
Nyt järjestelemällä termejä uudelleen, saamme
ρ(Y )− ρ(X) 6 ∣∣∣∣X − Y ∣∣∣∣∞.
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MuuttujienX ja Y roolit vaihtamalla ja käyttämällä muutoin identtistä päät-
telyketjua, saadaan
ρ(X)− ρ(Y ) 6 ∣∣∣∣X − Y ∣∣∣∣∞.
Nämä päätelmät yhdistämällä ja itseisarvon määritelmää käyttämällä saa-
daan ∣∣ρ(X)− ρ(Y )∣∣ 6 ∣∣∣∣X − Y ∣∣∣∣∞,
mikä olikin väite.
33 Lause. Olkoon ρ tavallinen riskimitta ja Aρ sen hyväksyttävyysjoukko.
Tällöin
(i) Aρ 6= ∅
(ii) inf{m ∈ R : m ∈ Aρ} > −∞
(iii) Jos X ∈ Aρ ja Y > X, niin Y ∈ Aρ.
(iv) Joukko {λ ∈ [0, 1] : λX + (1− λ)Y ∈ Aρ} on suljettu joukossa [0, 1].
(v) ρ on konveksi riskimitta jos ja vain jos Aρ on konveksi.
(vi) ρ on positiivisesti homogeeni jos ja vain jos A on kartio.
(vii) ρ on koherentti jos ja vain jos Aρ on konveksi kartio.
Todistus. (i) Olkoon X ∈ X mielivaltainen. Tällöin X + ρ(X) ∈ Aρ, sillä
lemman 5 perusteella ρ(X + ρ(X)) = 0 kaikilla X ∈X .
(ii) Tässä kohdassa väitetään, että mielivaltaisen suuri varma tappio ei ole
hyväksyttävä. Tämä on luonnollista ajatellen käytännön sovelluksia. Muuten
kaikki sijoitukset olisivat hyväksyttäviä ja tilanne olisi triviaali.
(iii) Väite seuraa suoraan riskimitan vähenevyydestä ja joukon Aρ määritel-
mästä.
(iv) Joukko {λ ∈ [0, 1] : λX + (1− λ)Y ∈ Aρ} on suljettu joukossa [0, 1], mi-
käli kuvaus f : [0, 1]→ R, f(λ) = ρ(λX + (1− λ)Y ), on jatkuva. Osoitetaan
tämä. Tutkitaan siis funktion arvojen etäisyyttä pisteissä λ ja λ′ ∈ [0, 1].
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Saadaan∣∣f(λ)− f(λ′)∣∣ = ∣∣ρ(λX + (1− λ)Y )− ρ(λ′X + (1− λ′)Y )∣∣
lemma32
6
∣∣∣∣(λX + (1− λ)Y )− (λ′X + (1− λ′)Y )∣∣∣∣
=
∣∣∣∣(λ− λ′)X + (1− λ− (1− λ′))Y ∣∣∣∣
=
∣∣∣∣(λ− λ′)X + (λ′ − λ)Y ∣∣∣∣
4−ey
6
∣∣∣∣(λ− λ′)X∣∣∣∣+ ∣∣∣∣(λ′ − λ)Y ∣∣∣∣
= |λ− λ′| ||X||+ |λ′ − λ| ||Y ||
= |λ− λ′|(||X||+ ||Y ||) 6 ε.
Viimeinen epäyhtälö toteutuu, kun valitaan δ = ε||X||+||Y || ja edellytetään,
että |λ− λ′| 6 δ. Edellä sekä ||X|| että ||Y || ovat olemassa, sillä X, Y ∈ X
ja ovat siten rajoitettuja. ε > 0 voi olla mielivaltainen, joten funktio f on
jatkuva.
(v) Oletetaan ensin, että ρ on konveksi riskimitta. Oletetaan lisäksi, että
X, Y ∈ Aρ. Nyt tulee osoittaa, että λX + (1 − λ)Y ∈ Aρ kaikilla λ ∈
[0, 1]. Huomataan ensin, että toisesta oletuksesta seuraa, että ρ(X), ρ(Y ) 6 0.
Tällöin
ρ(λX + (1− λ)Y )
ρ konveksi
6 λ︸︷︷︸
>0
ρ(X)︸ ︷︷ ︸
60
+ (1− λ)︸ ︷︷ ︸
>0
ρ(Y )︸︷︷︸
60
6 0.
Näin ollen λX + (1− λ)Y ∈ Aρ. Väitteen toinen suunta sivuutetaan.
(vi) Oletetaan, että ρ on positiivisesti homogeeni eli ρ(λX) = λρ(X) kaikilla
X ∈ X . Oletetaan lisäksi, että X ∈ Aρ. Tämä tarkoittaa, että ρ(X) 6 0.
Käyttämällä hyväksi riskimitan homogeenisyyttä, huomaamme että ρ(λX) =
λ︸︷︷︸
>0
ρ(X)︸ ︷︷ ︸
60
6 0 eli λX ∈ Aρ. Aρ on siis kartio. Väitteen toien suunta sivuute-
taan.
(vii) Väite seuraa suoraan kohdista (v) ja (vi). Yleisesti väitteille A,B,C ja
D pätee seuraavaa: kun oletetaan, että A ⇔ B ja C ⇔ D, niin A ∧ C ⇔
B ∧D.
34 Korollaari. Tavalliselle riskimitalle ρ ja sen hyväksyttävyysjoukolle Aρ
17
pätee
ρAρ = ρ.
Todistus. Olkoon X ∈X . Käyttämällä hyväksi määritelmiä, saamme
ρAρ(X) = inf
{
m ∈ R∣∣X +m ∈ Aρ}
= inf
{
m ∈ R∣∣X +m ∈ {Y ∈X |ρ(Y ) 6 0}}
= inf
{
m ∈ R∣∣ρ(X +m) 6 0}
R2
= inf
{
m ∈ R∣∣ρ(X)−m 6 0}
= inf
{
m ∈ R∣∣ρ(X) 6 m}
= ρ(X).
Viimeinen yhtälö pätee samasta syystä kuin lauseen 29 todistuksessa.
2.3 Erilaisia riskimittoja
2.3.1 Varianssiin perustuvat riskimitat
Kuten on todettu, sijoituksen vuosituoton keskihajontaa eli volatiliteettia
käytetään erittäin laajasti riskin mittaamiseen (esim. CAPM, Sharpen suh-
de). Tarkastellaan tässä tuottojen keskihajontaan perustuvia riskimittoja yk-
siparametrisena perheenä [26].
35 Määritelmä (Skaalattu volatiliteetti). Olkoon θ > 0. Määritellään skaa-
lattu volatiliteetti kaavalla
σθ(X) := θ
√
Var(X)
kaikilla X ∈X .
Parametrin θ arvolla 1 kyseessä on klassisen volatiliteetin euromääräi-
nen versio. Tällöin oleellista ei ole suhteelliset, vaan absoluuttiset muutokset
sijoitusten arvoissa. Tämä on luonnollinen ajatus riskin käsitteen valossa,
sillä yhden euron sijoitukseen kohdistuva sadan prosentin laskun synnyttä-
mä tappio on yhden euron suuruinen mikä vastaa sadan euron sijoitukseen
kohdistuvaa suhteessa paljon pienempää yhden prosentin laskua. Käytetty
lähestymistapa siis huomioi sijoituksen koon suoraan.
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Usein θ valitaan siten, että
P[X 6 E[X]− σθ(X)] 6 1− α
jollain merkitsevyystasolla α ∈ ]0, 1[. Merkitsevyystaso on usein suuri, ku-
ten 99% tai 99,95% [26]. Parametri θ voidaan kuitenkin nähdä hyödylli-
senä myös siksi, että sen sopivalla valinnalla voidaan helpommin säilyttää
riskimitan tulkinta sijoituksen hyväksyttävyyteen vaadittavana käteismäärä-
nä. Tämä vaatii kuitenkin yhä kvalitatiivisen päätöksen "riskinsietokyvys-
tä" volatiliteetin suhteen. Parametrin θ valinta edellä esitettiin kiinteää sijoi-
tusta X hyödyntäen. Esitetäänkin seuraavassa robusti, kaikille sijoituksille
yhteisen parametrin θ etsimiseen soveltuva yksipuolinen Chebychevin epäyh-
tälö. Tavoitteena on löytää sellainen θ, että edellä esitetty epäyhtälö pätisi
kaikille tarkasteltaville sijoituksille.
36 Lemma (Yksipuolinen Chebychevin epäyhtälö). Olkoon X ∈ X ja θ >
R. Tällöin
P
[
X 6 E[X]− θ
√
Var(X)
]
6 1
1 + θ2
.
Todistus. Todistus sivuutetaan.
Nyt palataan skaalatun volatiliteetin parametriin. Huomataan, että
1
1 + θ2
= 1− α ⇔
(1− α)(1 + θ2) = 1 ⇔
1 + θ2 =
1
1− α ⇔
θ2 =
1
1− α − 1 ⇔
θ =
√
1
1− α − 1.
Näin ollen valitsemalla θ =
√
1
1−α − 1, epäyhtälö
P[X 6 E[X]− σθ(X)] 6 1− α
pätee kaikilla X ∈ X . Joukossa X oletettiin äärellinen varianssi, joten on-
gelmia ei synny.
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37 Lause. Olkoon θ > 0. Skaalattu volatiliteetti σθ on positiivisesti homo-
geeni ja konveksi riskimitta, mutta ei monotoninen tai käteisinvariantti.
Todistus. Olkoon λ ∈ R, θ > 0 ja X ∈X . Nyt selvästi σθ on ensinnäkin ris-
kimitta. Monotonisuuden ja käteisinvarianssin osalta viittaamme lauseeseen
6, sillä todistus on kerrointa θ vaille sama. Todistetaan siis ensin positiivinen
homogeenius. Saadaan
σθ(λX) = θ
√
Var(λX) = θ
√
λ2Var(X) = λθ
√
Var(X) = λσθ(X).
Skaalattu volatiliteetti on myös konveksi. Huomataan aluksi, että σ(X) =√
E[(X − E[X])2] = ||X−E[X]||2, missä || · ||2 on L2-normi. Koska skaalattu
volatiliteetti on positiivisesti homogeeni, lemman 14 mukaan konveksisuus
on yhtä pitävää subadditiivisuuden kanssa. Osoitetaan siis skaalatun volati-
liteetin subadditiivisuus. Olkoon X, Y ∈X . Saadaan
σθ(X + Y ) = θσ(X + Y )
= θ||(X + Y )− E[X + Y ]||2
= θ||X + Y − E[X]− E[Y ]||2
= θ||(X − E[X]) + (Y − E[Y ])||2
4−ey
6 θ(||X − E[X]||2 + ||Y − E[Y ]||2)
= θ||X − E[X]||2 + θ||Y − E[Y ]||2
= σθ(X) + σθ(Y ).
Merkintä4−ey tarkoittaa kaikille normeille pätevää tavallista kolmioepäyh-
tälöä. Skaalattu volatiliteetti on siis konveksi, sillä se on positiivisesti homo-
geeni sekä subadditiivinen.
2.3.2 Maksimaalinen riskimitta
Usein riskienhallinnassa kiinnostavaa voi olla harvinaiset, mutta erittäin epä-
suotuisat tapahtumat. Esimerkiksi osakekurssien tavanomainen päiväheilun-
ta voi olla irrelevanttia vakavaraisen pankin kannalta, mutta harvinaiset, erit-
täin suuret tappiot saattavat ajaa pankin jopa konkurssiin. Esitelläänkin nyt
kaikkein konservatiivisin tavallinen ja normaali riskimitta.
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38 Määritelmä (Maksimaalinen riskimitta). Olkoon X ∈X . Määritellään
maksimaalinen riskimitta ρmax : X → R kaavalla
ρmax(X) := − inf
ω∈Ω
X(ω).
Maksimaalinen riskimitta kertoo sen määrän käteistä, joka sijoituksen
oheen pitää listätä, että tappiota ei pääse syntymään missään tilanteessa.
Kääntäen, maksimaalinen riskimitta kertoo, minkä suuruinen tappio on, mi-
käli pahin mahdollinen skenaario toteutuu. Maksimaalisen riskimitan määri-
telmässä ei tarvita tietoa maailmantilojen todennäköisyyksistä, joten mallin-
nettavaa on suhteellisen vähän. Tässä tulee kuitenkin rajoittua niihin alkioi-
hin ω ∈ Ω, joiden todennäköisyys on positiivinen. Seuraava lemma esittelee
robustin tavan laskea maksimaalinen riskimitta.
39 Lemma. Olkoon M1 kaikkien todennäköisyysmittojen joukko kentällä
(Ω,F ). Olkoon X ∈X . Tällöin
ρmax(X) = sup
Q∈M1
EQ[−X].
Todistus. Huomataan ensin, että
sup
Q∈M1
EQ[−X] = sup
Q∈M1
(−EQ[X]) = − inf
Q∈M1
(EQ[X]).
Väite voidaankin kirjoittaa muodossa
inf
ω∈Ω
X(ω) = inf
Q∈M1
(EQ[X]).
Tarkastellaan nyt todennäköisyysmittoja, joilla yksi perusjoukon alkio saa
todennäköisyyden 1 muiden saadessa todennäköisyys 0. Olkoon ωi mielival-
tainen perusjoukon alkio. Merkitään tätä vastaavaa todennäköisyysmittaa
Qi, jolloin pätee Qi[ωi] = 1. Olkoon I perusjoukkoa Ω vastaava indeksijouk-
ko ja QI edellä esiteltyä muotoa olevien todennäköisyysmittojen joukko. Nyt
pätee EQi [X] = X(ωi) · Qi[ωi]︸ ︷︷ ︸
=1
= X(ωi) kaikilla i ∈ I. Lisäksi huomataan,
että
inf
ω∈Ω
X(ω) = inf
Q∈QI
(EQ[X]).
21
Enää tulee osoittaa, että
inf
Q∈QI
(EQ[X]) = inf
Q∈M1
(EQ[X]).
Tämä on kuitenkin selvää kun huomataan, että odotusarvo minimoituu, kun
painotetaan kaikella todennäköisyysmassalla epäsuotuisinta alkiota.
40 Lause. ρmax on koherentti riskimitta.
Todistus. Tutkitaan ensin funktionaalin ρmax vähenevyyttä. Olkoon X, Y ∈
X ja X 6 Y . Tällöin selvästi infω∈ΩX(ω) 6 infω∈Ω Y (ω). Kertomalla
epäyhtälö luvulla −1 huomaamme, että − infω∈Ω X(ω) > − infω∈Ω Y (ω) eli
ρmax(X) > ρmax(Y ). Näin ollen ehto R1 pätee. Käteisinvarianssi huomataan
seuraavasti. Olkoon X ∈X ja m ∈ R. Tällöin
ρmax(X +m) = − inf
ω∈Ω
(
X(ω) +m
)
= −
(
inf
ω∈Ω
(X(ω)) +m
)
= − inf
ω∈Ω
(X(ω))−m
= ρmax(X)−m.
Osoitetaan sitten positiivinen homogeenius. Olkoon X ∈ X ja λ > 0.
Saadaan
ρmax(λX) = − inf
ω∈Ω
(λX(ω)) = λ(− inf
ω∈Ω
(X(ω))) = λρmax(X).
Nyt tarvitsee vain osoittaa konveksisuus. Mutta, kuten lemmassa 13 osoi-
tettiin, riittää osoittaa riskimitan subadditiivisuus. ρmax on subadditiivinen,
sillä
ρmax(X + Y ) = − inf
ω∈Ω
(X(ω) + Y (ω)) 6 −( inf
ω∈Ω
X(ω) + inf
ω∈Ω
X(ω))
= − inf
ω∈Ω
X(ω)− inf
ω∈Ω
Y (ω) = ρmax(X) + ρmax(Y ).
Maksimaalinen riskimitta ρmax on siis koherentti riskimitta.
Kuten aiemmin jo todettiin, maksimaalinen riskimitta on kaikkein kon-
servatiivisin tietyt ehdot toteuttavista riskimitoista. Muotoillaan tämä ajatus
täsmällisesti seuraavassa lauseessa.
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41 Lause. Olkoon ρ mielivaltainen tavallinen ja normaali riskimitta. Tällöin
pätee
ρ(X) 6 ρmax(X).
Todistus.
ρ(X)
R1
6 ρ
(
inf
ω∈Ω
X(ω)
) R2
= ρ
(
0
)− inf
ω∈Ω
X(ω)
R5
= 0− inf
ω∈Ω
X(ω) = ρmax(X).
Yleisessä tapauksessa ei voida kuitenkaan löytää kaikkein konservatiivi-
sinta riskimittaa, sillä esimerkiksi vakiokuvaukset ovat kaikki funktionaaleja
satunnaismuuttujien joukolta reaaliluvuille ja siten riskimittoja, ja voimme
aina valita pienemmän vakion.
2.3.3 Value-at-Risk, Odotettu tappio ja Average-Value-at-Risk
Rahoitusteoriassa ja käytännössä suositaan volatiliteettia riskimittana, vaik-
kei sillä olekaan, kuten tutkielman alussa todettiin, moniakaan toivottavia
ominaisuuksia. Value-at-Risk eli VaR ratkaisee osan näistä ongelmista. Mää-
ritellään ensin kyseinen yleisesti käytetty riskimitta käyttäen merkintöjäm-
me. Kiinnitetään nyt todennäköisyysmitta P ∈M1.
42 Määritelmä (Value-at-Risk). Olkoon α ∈ [0, 1]. Määritellään Value-at-
Risk VaRα : X → R luottamustasolla α kaavalla
VaRα(X) := inf
{
m ∈ R : P[X +m < 0] 6 α
}
kaikilla X ∈X .
Value-at-Risk kertoo, kuinka paljon positioon tulee lisätä käteistä, että to-
dennäköisyys sille, ettei tappiota synny on 1 − α, tai kääntäen tappion to-
dennäköisyys on pienempi kuin ennalta määrätty taso α. VaRα(X) voidaan
tulkita siksi lukuarvoksi, jonka siirtämällä satunnaismuuttujan X jakaumaa
oikealle, sen α-kvantiili eli piste inf{m ∈ R : FX(m) > α}, on kohdassa nolla.
Mikäli siirron suuruus on negatiivinen, siirto ajatellaan vasempaan suuntaan.
VaR siis "siirtää"jakaumaa oikealle sen verran, että tappion todennäköisyys
on α.
Tutustutaan nyt VaRin ominaisuuksiin.
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43 Lause. VaRα on monotoninen, käteisinvariantti ja positiivisesti homo-
geeni riskimitta.
Todistus. Olkoon k 6= 0, λ ∈ R, α ∈ [0, 1] ja X ∈ X . Monotonisuus on
selvä suoraan määritelmän nojalla. Käteisinvarianssi nähdään seuraavasti.
Huomataan, että
VaRα(X + k) = inf
{
m ∈ R : P[X + k +m < 0] 6 α
}
= inf
{
m ∈ R : P[X + (k +m) < 0] 6 α
}
= inf
{
m ∈ R : P[X +m < 0] 6 α
}
− k
= VaRα(X)− k.
Positiivinen homogeenius seuraa havainnosta
VaRα(λX) = inf
{
m ∈ R : P[λX +m < 0] 6 α
}
= inf
{
m ∈ R : P[λX < −m] 6 α
}
= inf
{
λm ∈ R : P[λX < −λm] 6 α
}
= λ inf
{
m ∈ R : P[λX < −λm] 6 α
}
= λ inf
{
m ∈ R : P[X < −m] 6 α
}
= λ inf
{
m ∈ R : P[X +m < 0] 6 α
}
= λVaRα(X).
44 Lause. VaRα ei ole konveksi eikä siten koherentti riskimitta.
Todistus. Todistetaan väite esittämällä vastaesimerkki. Olkoon X ja Y eri
liikeeseenlaskijoiden nollakuponkibondeja. Tämä tarkoittaa, ettei velkakir-
joille makseta korkoa, vaan sijoittaja voi saada tuottoa ostamalla velkakirjan
nimellisarvoaan alemmalla hinnalla. Oletetaan, että kummankin velkakirjan
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liikkeeseenlaskija ei kykene maksamaan velkakirjan omistajalle sovittua pää-
omaa takaisin 4% todennäköisyydellä. Oletetaan, että kummankin velkakir-
jan takaisinmaksuprosentti luottotapahtuman sattuessa on 30%. Oletetaan li-
säksi, että velkakirjojen takaisinmaksut ovat riippumattomia toisistaan. Ole-
tamme täsmällisesti, että X, Y ∈ X , P[X = −0, 7] = P[Y = −0, 7] = 0, 04,
X ⊥⊥ Y ja P[X = 0] = P[Y = 0] = 0, 96.
Tällöin p := P[X = −0, 7 tai Y = −0, 7] = 1 − P[X = 0 ja Y =
0] = 1 − 0, 962 = 0, 9216. Lisäksi VaR0,05(X) = VaR0,05(Y ) = 0, mutta
VaR0,05(X + Y ) > 0, sillä p < 0, 95. Value-at-risk -riskimitta siis havaitsee
mahdollisuuden tappioon nollakuponkibondien summan kohdalla, mutta ei
yksittäisten bondien kohdalla. Nyt, koska VaR tiedetään positiivisesti homo-
geeniksi, konveksisuus on yhtäpitävää subadditiivisuuden kanssa. Kuitenkaan
subadditiivisuus ei esittämässämme vastaesimerkissä toteudu, sillä ei päde,
että VaR0,05(X + Y ) 6 VaR0,05(X) + VaR0,05(Y ). Value-at-Risk ei siis ole
konveksi.
Value-at-Risk voi siis rangaista hajauttamisesta, sillä se ei ole konveksi. Seu-
raavaksi määritelläänkin Value-at-Risk -riskimitan johdoksena saatava Odo-
tettu Tappio -riskimitta (eng. expected shortfall), joka tulee osoittautumaan
koherentiksi.
45 Määritelmä (Odotettu Tappio). Olkoon α ∈ [0, 1]. Määritellään odotettu
tappio ESα : X → R tasolla α kaavalla
ESα(X) := E[X|X 6 VaRα(X)]
kaikilla X ∈X .
Siinä missä VaRα kertoo, paljonko käteistä tulee varata, että tappion to-
dennäköisyys on α, se ei ota kantaa siihen, miten suurista tappioista on kyse,
mikäli raja alitetaan. VaRα saattaa kohdella kahta eri tuottojakaumaa sa-
moin, vaikka näillä olisikin vasemmassa hännässä suuriakin eroja. ESα rat-
kaisee tämän ongelman. Se kertoo, mikä on odotusarvoinen tuotto, mikäli
VaRα:n määräämä raja alitetaan. Se kohteleekin tuottojakaumia reilummin
tässä mielessä.
46 Lause. Odotettu Tappio on koherentti riskimitta.
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Todistus. Odotetulla tappiolla on esitys
ESλ(X) = max
Q∈Qλ
[−X]
kaikilla X ∈X , missäQλ on kaikkien niiden mitan P suhteen absoluuttisesti
jatkuvien mittojen joukko, joille dQ
dP
6 1
λ
P-melkein varmasti. Tämä on todis-
tettu Föllmerin ja Schiedin kirjassa sivulla 180 [13]. Näin ollen koherenttien
riskimittojen karakterisaatiolauseen 27 nojalla odotettu tappio on koherentti
riskimitta.
Määritellään nyt odotetulle tappiolle läheistä sukua oleva Average-Value-
at-Risk.
47 Määritelmä (Average-Value-at-Risk). Olkoon α ∈ [0, 1] ja VaRα Value-
at-Risk. Tällöin Average-Value-at-Risk -riskimitta tasolla α määritellään kaa-
valla
AVaRα(X) :=
1
α
∫ α
0
VaRγ(X) dγ
kaikilla X ∈X .
Määritelmä on melko tekninen, mutta idea selkeä. Seuraava lemma sitoo
yhteen kaksi nyt esitettyä riskimittaa.
48 Lemma. Olkoon sijoituksella X ∈ X jatkuva jakauma ja α ∈ [0, 1].
Tällöin
ESα(X) = AVaRα(X).
Todistus. Väite seuraa suoraan määritelmistä.
Lauseesta 48 johtuen kappaleessa esitettyihin riskimittoihin liittyvässä
terminologiassa on helppo sekaantua. Seuraavassa määritelmässä sovitaan,
mitä tapahtuu, kun valitaan α = 0.
49 Määritelmä.
ES0(X) := VaR0(X) := ρmax(X)
Seuraava lause osoittaa, että VaRα sekä koherentti ESα kohtelevat niitä
sijoituksia, jotka eivät anna suojaa toisiaan vastaan, mielekkäällä tavalla.
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50 Lemma. VaRα ja AVaRα ovat komonotonisia riskimittoja.
Todistus. Väite on todistettu Föllmerin ja Schiedin kirjassa sivulla 199 [13].
51 Lemma. Olkoon α ∈ [0, 1]. Tällöin
AVaRα(X) > VaRα(X)
kaikilla X ∈X .
Todistus. Väite seuraa suoraan riskimitan AVaRα määritelmästä huomaa-
malla, että
AVaRα(X) := E[X|X 6 VaRα(X)] 6 E[X|X = VaRα(X)] = VaRα(X).
2.4 Portfolion kokonaisriski ja riskilukujen estimointi
Yksittäisten sijoitusten tai aliportfolioiden i = 1, 2, . . . , n riskien tunteminen
ei vielä suoraan tarkoita, että portfolion XN kokonaisriski ρ(XN) tunnet-
taisiin, etenkään yksikäsitteisesti. Tässä kappaleessa pohditaan lyhyesti sitä,
miten kokonaisriski tulisi laskea ja miten riskilukuja ylipäätään tulisi todel-
lisesta portfoliodatasta estimoida.
Yleisessä tapauksessa voimme laskea portfoliolle simuloidun tuottohisto-
rian käyttäen yksittäisten sijoitusten historiallisia tuottosarjoja ja käyttäen
painoina portfolion nykyisiä painoja pitäen ne vakiona. Tällöin tuloksena
oleva aikasarja vangitsee sijoitusten riippuvuusrakenteen sisäänsä ja voim-
me laskea siitä suoraan riskilukuja samoilla menetelmillä kuin yksittäisistä
sijoitusten aikasarjoista. Kyseessä on teoreettinen aikasarja, ja portfolion to-
dellinen tuottohistoria eroaakin käytännössä tästä paljon. Toisaalta, sijoituk-
set, jotka on jo myyty, eivät vaikuta nykyiseen riskiin, joten on perusteltua
käyttää juuri salkun nykyisiä sijoituksia. Tasapainottaminen jokaisella het-
kellä (vakioiset painot) perustuu oletukseemme, että salkunhoitaja ei muuta
mieltään optimaalisista painoista yli ajan. Emme voi tietää salkunhoitajan
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huomisia päätöksiä! Ongelmia tuo joskus se, ettei kaikilla sijoituksilla vält-
tämättä ole kurssihistoriaa niin pitkältä ajalta kuin haluttaisiin. Tällöin voi-
daan joutua simuloimaan näille sijoituksille jonkinlaisen kurssihistoria osit-
tain. Historiallisen kurssihistorian hyödyntäminen onkin hyvä tapa laskea
portfoliolle riskilukuja suoraan. Sen laskennallinen keveys ja melko yksikä-
sitteinen laskentatapa voidaan nähdä suurina etuina ja toisaalta erinäisiä
oletuksia jakaumista tai riippuvuuksista ei tarvitse tehdä. Voimme kuitenkin
haluta määrittää täsmällisemmän mallin, kuin mitä historiallinen kurssidata
sellaisenaan tarjoaa.
Monessa tilanteessa saatammekin tuntea portfoliossa olevien sijoituskoh-
teiden marginaalijakaumat huomattavasti paremmin kuin niiden välisen riip-
puvuusrakenteen. Toisaalta riippuvuuden mittaaminen pelkkää korrelaatiota
hyödyntäen voi olla liian karkeaa. Saattaahan esimerkiksi olla, että korrelaa-
tio kasvaa tuottojakaumien vasemmassa hännässä, kuten yleisesti ajatellaan,
tai se voi muuttua yli ajan. Korrelaatio ei tavallisesti käytettynä näitä erityis-
piirteitä kykene vangitsemaan. Tällaisia erityistarpeita tarvetta varten on ke-
hitetty Kopula-funktiot [16]. Kopulat kuvailevat yksittäisten sijoitusten riip-
puvuusrakenteen eristetysti, jolloin riittää estimoida sijoitusten marginaali-
jakaumat. Erilaiset kopulat toimivat hyvin erilaisissa tilanteissa ja soveltaja
voikin, estimoituaan marginaalijakaumat, katsoa, millaisia tuloksia eri kopu-
lat antavat. Erilaisia yleisesti tunnettuja kopula-funktioita ovat esimerkik-
si riippumattomuuskopula, komonotonisuuskopula, vastamonotoninenkopu-
la, gaussinen kopula, Gumbelin kopula, Claytonin kopula sekä Archimedeen
kopula. Näistä löytyy tietoa esimerkiksi kirjasta Quantitative Risk Manage-
ment [16] emmekä syvenny aiheeseen tässä. Aihe on kuitenkin kiinnostava,
sillä Copula-MonteCarlo voidaan nähdä parempana tapana kuin klassinen
MonteCarlo tai Varianssi-Kovarianssi-menetelmä esimerkiksi VaR:in määrit-
tämisessä [20]. Portfolion riskin laskeminen, kun yksittäisten sijoitusten riskit
tunnetaan, voisi toimia hyvänä jatkotutkimuksen aiheena.
Kun datana käytetään yksittäisten sijoitusten kurssihistorioita, kohda-
taan estimoinnissa ainakin seuraavia haasteita:
1. Kuinka pitkää kurssihistoriaa estimoinnissa tulisi käyttää?
2. Mitä menetelmää estimoinnissa tulisi käyttää ja mitä oletuksia siihen
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liittyy?
3. Miten estimaattia pitäisi tulkita käytännössä?
Kurssihistorian pituudella on erittäin suuri merkitys siihen, minkälaisia
tuloksia estimointi antaa. On eri asia laskea esimerkiksi volatiliteettia viimei-
sen vuoden ajalta kuin viimeisten 10 vuoden ajalta. Ehkä viimeinen vuosi
ei sisällä mitään suuria murrosvaiheita, kuten pankkikriisiä, mutta pidempi
ajanjakso sisältää. Näin ollen pidempi tarkastelujakso puoltaa paikkaansa.
Toisaalta emme voi olla varmoja, että alla olevat prosessit ovat stationaari-
sia, joten ehkä 10 vuoden horisontti sisältää epävalidia dataa. Ehkä sijoituk-
sen luonne on muuttunut rahoitusmarkkinoiden muuttuessa tai lainsäädäntö
on voinut muuttua. Toisaalta rajoituksensa antaa eri sijoituskohteiden eri-
pituiset kurssihistoriat. Toisaalta, jos valitsemme esimerkiksi vuoden kurssi-
historian, tällöin siihen sisältyy vain yksi vuosituotto. Miten voimme tällöin
tietää mitään kiinnostuksemme kohteena olevan vuosituoton jakaumasta?
Estimointimenetelmät voidaan jakaa ainakin kolmeen osaan, joista tyy-
pilliset ovat:
• Parametriset menetelmät
• Historiallinen simulointi
• Monte Carlo -menetelmät
Parametrisissä menetelmissä tehdään aluksi jakaumaoletus, kuten oletus
gaussisista tuotoista. Tämän jälkeen mallin parametrit estimoidaan datas-
ta. Tämän jälkeen voidaan halutut riskiluvut laskea suoraan jakauman omi-
naisuuksia ja esimerkiksi tiheysfunktiota käyttäen. Parametrien estimointi
ei ole kuitenkaan yksikäsitteistä, sillä esimerkiksi vuosituoton keskihajon-
taa, volatiliteettia, estimoitaessa pitää päättää, käytetäänkö vuosituottoja,
kuukausituottoja, viikkotuottoja vai ehkä päivätuottoja. Vuosi- tai edes kuu-
kausituottoja ei ole välttämättä tarjolla riittävän pitkältä ajalta, joten usein
on syytä valita lyhyempi ajanjakso yhdeksi havaintoyksiköksi. Parametrisis-
sa menetelmissä voi helposti ajautua täysin vääriin päätelmiin todellisuuden
29
tilasta, mikäli jakaumaoletus ei ole oikea. Usein käytetään juuri normaalija-
kaumaoletusta, mutta monet tutkimukset ovat osoittaneet sen vähintäänkin
kyseenalaiseksi, kuten totesimme jo johdannossa.
Historiallisessa simuloinnissa ei tehdä jakaumaoletusta, vaan estimoinnis-
sa käytetään hyväksi todellista havaittua jakaumaa. Tämänkin menetelmän
käyttö edellyttää kuitenkin oletuksen prosessin stationaarisuudesta. Toisaal-
ta ei ole yksikäsitteistä, miten tässäkään menetelmässä riskilukujen estimaa-
tit pitäisi datasta laskea. Esimerkiksi VaRα laskenta voi jo osoittautua mo-
nimutkaiseksi.
Monte Carlo -menetelmä hyödyntää edellä mainittujen menetelmien par-
haita puolia. Siinä jakaumana käytetään havaittua jakaumaa ja koneellises-
ti simuloidaan tarpeellinen määrä havaintoja tulevaisuuteen. Monte Carlo
-menetelmän ja historiallisen simuloinnin sovellukseen palataan luvussa 4,
eikä niihin uppouduta tässä yhteydessä enempää.
Kysymykseen estimaattien tulkinnasta voidaan vastata lyhyesti: täytyy
olla varovainen. Mikäli esimerkiksi pankki tekee päätöksiä perustuen johon-
kin riskimalliin, kannattaa varmistua, että päätöksen teossa on mukana kva-
litatiivisia osia. Toisaalta samat luvut voi laskea monella eri menetelmällä
ja pyrkiä sitä kautta hahmottamaan todellisuuden tilaa hyötyen eri menetel-
mien tarjoamista eduista.
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3 Riskin allokoiminen
Kuvitellaan tilannetta, jossa esimerkiksi pankki haluaa valvoa, että sen eri
osastojen sijoitusten riskit ovat riittävän matalat suhteessa omaan pääomaan,
tai tilannetta, jossa salkunhoitaja haluaa löytää portfoliosta riskikeskittymiä.
Edellä on esitelty riskimittoja, joista salkunhoitaja tai pankki voi valita yh-
den. Nyt voidaan laskea tätä riskimittaa hyödyntäen jokaiselle aliportfoliolle
tai sijoitukselle riskiluku, mutta mikä on näiden lukujen tulkinta portfolio-
kontekstissa? Usein portfolion riski on pienempi kuin sen osien riskien sum-
ma, joten miten voidaan jakaa reilulla tavalla portfolion kokonaisriski sen
aliportfolioille? Ongelma voidaan muotoilla seuraavalla tavalla.
Olkoon ρ käytetty riskimitta,N = {1, 2, 3, ..., n} aliportfolioiden joukko ja
aliportfoliota i ∈ N vastaavaa tuottoa kuvaava satunnaismuuttuja Xi ∈ X .
Näistä osista syntyy riskinallokointitilanne (eng. Risk Capital Allocation Si-
tuation) {N, {Xi}i∈N , ρ} =: ΛρN . Merkitään kaikkia aliportfolioiden N riski-
nallokointitilanteita RCASN .
3.1 Allokointimenetelmät ja niiden toivottavat ominai-
suudet
Olkoon S ⊂ N . Merkitään XS =
∑
S Xi. Aliportfolioista voidaan siis luo-
da mielivaltaisia yhdistelmiä. XN on luonnollisesti koko portfolio ja ρ(XN)
portfolion kokonaisriski. Määritellään nyt riskinallokoinnin perustyökalu, ris-
kinallokointimenetelmä (eng. Risk Capital Allocation Method).
52 Määritelmä (Riskinallokointimenetelmä). Kutsutaan kuvausta
ϕ : RCASN → Rn
riskinallokointimenetelmäksi. Kuvavektorin i:nnes komponentti ϕi kertoo, kuin-
ka paljon riskiä allokoidaan aliportfoliolle i riskinallokointimenetelmää ϕ
käytettäessä. Kutsutaan tätä myös komponentin i riskikontribuutioksi koko-
naisriskiin.
53 Määritelmä (Riskinallokointimenetelmän toivottavat ominaisuudet). Ris-
kinallokointimenetelmällä ϕ on
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(A1) yhtäläisen kohtelun ominaisuus (eng. Equal Treatment Property, ETP),
mikäli kaikille riskinallokointitilanteille ΛρN ∈ RCASN , mielivaltaisille ali-
portfolioille i, j ∈ N pätee ϕi(ΛρN) = ϕj(ΛρN) aina kun
ρ(XS∪{i})− ρ(XS) = ρ(XS∪{j})− ρ(XS)
kaikilla S ⊂ N \ {i, j}.
(A2) vahvan monotonisuuden ominaisuus (eng. Strong Monotonicity, SM),
mikäli kaikille riskinallokointitilanteille ΛρN ,Λ
%
N ∈ RCASN ja mielivaltaiselle
aliportfolioille i ∈ N pätee ϕi(ΛρN) 6 ϕi(Λ%N) aina kun
ρ(XS∪{i})− ρ(XS) 6 %(XS∪{i})− %(XS)
kaikilla S ⊂ N .
(A3) ydinyhteensopivuusominaisuus (eng. Core Compatibility, CC), mikäli
kaikille riskinallokointitilanteille ΛρN ∈ RCASN pätee ρ(XN) =
∑
i∈N ϕi(Λ
ρ
N),
ja lisäksi kaikille aliportfolioiden yhdistelmille S ∈ N pätee ρ(XS) >
∑
i∈S ϕi(Λ
ρ
N).
Ominaisuus A1 on toivottava, sillä se varmistaa, että mikäli kahden ali-
portfolion kontribuutio kaikkiin aliportfoliokokoelmiin on sama, niille allokoi-
daan yhtä paljon riskiä, ts. niille annetaan yhtäläiset mahdollisuudet toimia
yhtäläisen riskirajan puitteissa. Ilman tätä ominaisuutta esimerkiksi pankin
eri osastot voisivat tulla eriarvoisesti kohdelluiksi, vaikka niiden kontribuutio
pankin kokonaisriskiin olisikin sama.
Ominaisuus A2 koskee kahta eri riskimittaa. Se varmistaa, että mikäli
jonkin aliportfolion kontribuutio erilaisten aliportfolioiden yhdistelmiin on
jotain riskimittaa käyttämällä pienempi kuin toista, sen suhteen riskiä allo-
koitaisiin vähemmän kyseiselle aliportfoliolle kuin mainittua toista riskimit-
taa käyttämällä.
Ominaisuus A3 on hieman teknisluontoisempi, mutta erittäin hyödylli-
nen myös. Ominaisuuden A3 ensimmäistä ehtoa kutsutaan täysallokaatio-
ominaisuudeksi. Se vaatii, että koko portfolion riski vastaa aliportfolioiden
riskikontribuutioiden summaa. Näin ollen riskiä ei katoa minnekään tai syn-
ny tyhjästä, vaan koko portfolion riski on täsmälleen jaettu aliportfolioiden
kesken. Tämä on luonnollinen vaatimus ajatellen riskinallokointimenetelmien
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tulkintaa ja tarkoitettua soveltamista. Toinen osa ominaisuutta A3 vaatii, et-
tei mielivaltaisen aliportfolioyhdistelmän riski ole pienempi kuin sen muodos-
tavien aliportfolioiden riskikontribuutioiden summa. Tämä ominaisuus mah-
dollistaa aliportfolioiden tarkastelun osana erilaisia kokonaisuuksia ilman,
että riskiä katoaa minnekään.
Vaikka kaikki edellä esitellyt kolme ominaisuutta ovatkin erityisen toi-
vottavia allokointimenetelmältä, kaikkia ei voi saada kerralla, ainakaan ko-
herenttia riskimittaa käyttämällä. Tämän ovat todistaneet Csóka ja Pintér
(2010) hyödyntäen yhteistoiminnallista peliteoriaa.
54 Lause (Csóka-Pintér -lause). Koherentin riskimitan tapauksessa riskinal-
lokointimenetelmä ei voi toteuttaa kaikkia kolmea riskinallokointimenetelmän
toivottavaa ominaisuutta.
Todistus. Lähteen 8 s. 11.
3.2 Erilaisia riskinallokointimenetelmiä
Tutustutaan seuraavaksi erilaisiin tapoihin jakaa portfolion kokonaisriski sen
osille. Kunkin riskinallokointimenetelmän kohdalla tutkitaan, toteutuvatko
allokointimenetelmien toivottavat ominaisuudet A1, A2 ja A3. Etukäteen tie-
detään, ettei kaikkia kolmea ominaisuutta löydy yhdeltäkään riskinallokoin-
timenetelmältä, mikäli käytetty riskimitta on koherentti. Rajoitutaan seuraa-
vassa vain koherenttien riskimittojen tapaukseen eli luovumme mielummin
ainakin yhdestä riskinallokointimenetelmän ominaisuudesta kuin riskimitan
koherenttiudesta. Aloitetaan kaikkein suoraviivaisimmalla menetelmällä ja
jatketaan muihin usein käytettyihin menetelmiin.
Kaikkia tunnettuja menetelmiä ei kuitenkaan käydä läpi. Esimerkiksi si-
vuutettaviin Cost Gap- ja Nucleolus-menetelmään voi tutustua artikkelista
[4]. Cost Gap -menetelmä on hyvin saman kaltainen kuin riskilisämenetelmä
[8] siinä missä Nucleolus-menetelmä on peliteorian sovellutus myöhemmin
esiteltävän Shapleynmenetelmn tavoin. Olkoon nyt koko kappaleen ajan ρ
koherentti riskimitta ja ΛρN ∈ RCASN tähän riskimittaan ja n eri aliportfo-
lioon liittyvä riskinallokointitilanne.
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3.2.1 Aktiviteettimenetelmä
Määritellään ehkä yksinkertaisin tapa allokoida riskiä. Aktiviteettimenetelmä
(eng. Activity based method) jakaa kokonaisriskin komponenttien yksilöllis-
ten riskien suhteessa. Tästä juontuu menetelmän nimikin. Aktiiviriskin voi
ymmärtää kohteen riskiksi itsenäisenä sijoituksena.
55 Määritelmä (Aktiviteettimenetelmä). Olkoon ΛρN ∈ RCASN . Tällöin
luvuista
ϕαi (Λ
ρ
N) :=
ρ(Xi)∑
j∈N ρ(Xj)
ρ(XN)
saatavaa allokaatiota kutsutaan aktiviteettimenetelmän mukaiseksi allokaa-
tioksi.
Menetelmä on helppo ymmärtää ja sitä on vaivatonta soveltaa. Mene-
telmän heikkoutena on kuitenkin se, ettei se huomioi aliportfolioiden välistä
riippuvuusrakennetta. Aktiviteettimenetelmä huomioi vain aliportfolioiden
itsenäisen riskin eikä niiden riskiä osana portfoliota. Saattaahan olla, että
komponentit tuovat suojaa toisiaan vastaan. Tätä aktiviteettimenetelmä ei
huomioi. Esimerkiksi osto- ja myyntioptio voivat käytännössä kumota toisen-
sa, mutta niille voidaan allokoida tästä huolimatta verrattain paljon riskiä.
56 Lause (Aktiviteettimenetelmän ominaisuudet). Aktiviteettimenetelmä to-
teuttaa ehdon A1, mutta ei ehtoja A2 tai A3.
Todistus. Olkoon aliportfoliot i ja j. Oletetaan, että
ρ(XS∪{i})− ρ(XS) = ρ(XS∪{j})− ρ(XS)
kaikilla S ⊂ N \ {i, j}. Tällöin erityisesti
ρ(X∅∪{i})− ρ(X∅) = ρ(X∅∪{j})− ρ(X∅)
eli ρ(Xi) = ρ(Xj). Nyt aktiviteettimenetelmän mukaan allokoiden selvästi
ϕαi (Λ
ρ
N) = ϕ
α
j (Λ
ρ
N) eli aktiviteettimenetelmällä on yhtäläisen kohtelun omi-
naisuus A1.
Olkoon sitten N = {1, 2} ja Ω = {ω1, ω2}. Olkoon sitten A ja B kaksi
seuraavien taulukoiden mukaista riskinallokointitilannetta.
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A1 A2 A{1,2}
ω1 0 -11 -11
ω2 -10 0 -10
ρmax 10 11 11
ja
B1 B2 B{1,2}
ω1 0 -20 -20
ω2 −9 0 −9
ρmax 10 11 11
Nyt ρ(A1) = 10 > 9 = ρ(B1) ja ρ(AN)− ρ(A2) = 0 = ρ(BN)− ρ(B2) eli
ρ(AS∪{1}) − ρ(AS) > ρ(BS∪{1}) − ρ(BS) kaikilla S ⊂ N , mutta tästä huoli-
matta ϕα1 (A) =
10
21
11 < 9
29
20 = ϕα1 (B). Näin ollen aktiviteettimenetelmä ei
ole vahvasti monotoninen. Vastaesimerkin on esittänyt tässä muodossa Do-
ra Balog kollegoineen 4. Samassa artikkelissa he myös osoittivat, ettei akti-
viteettimenetelmällä ole ydinyhteensopivuusominaisuutta simulaation avul-
la. Tässä tutkimuksessa ei tätä tulosta kuitenkaan toisteta, vaan tyydytään
viittaamaan heidän tulokseensa.
Näin ollen aktiviteettimenetelmällä on ominaisuus A1 mutta ei ominai-
suuksia A2 tai A3.
3.2.2 Beta-menetelmä
Olkoon X, Y ∈ X . Määritellään sijoituksen X beta sijoitusta Y vastaan
kaavalla
β(X, Y ) =
Cov(X, Y )
Var(Y )
,
missä Cov(X, Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])] ja Var(Y ) = Cov(Y, Y ). Mer-
kittävänä erona klassiseen CAPM-mallissa ja Jensenin mallissa käytettyyn
beta-kertoimeen on se, että nyt tuotto mitataan euromääräisesti, joten saata-
vat luvut eroavat klassisista beta-luvuista. Positioiden koko vaikuttaa niiden
euroissa mitatuista voitoista laskettavaan kovarianssiin ja sitä kautta beta-
lukuihin, sillä kovarianssille tunnetusti pätee Cov(aX, bY ) = abCov(X, Y )
kaikilla a, b ∈ R ja X, Y ∈X .
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Nyt voidaan määritellä aktiviteettimenetelmän kohtaaman riippuvuuson-
gelman ratkaiseva beta-menetelmän (eng. Beta method) seuraavasti.
57 Määritelmä (Beta-menetelmä). Olkoon ΛρN ∈ RCASN , i ∈ N ja βi =
β(Xi, XN). Tällöin luvuista
ϕβi (Λ
ρ
N) :=
βi∑
j∈N βj
ρ(XN)
saatavaa allokaatiota kutsutaan beta-menetelmän mukaiseksi allokaatioksi.
Beta-menetelmä allokoi riskit yksittäisten betojen suhteessa. Betat laske-
taan koko portfoliota vastaan, ei ulkopuolista indeksiä vastaan. Menetelmän
mukaisesti allokoiden suurin riski tulee aliportfoliolle, jonka euromääräinen
arvo muuttuu voimakkaimmin samaan suuntaan kuin portfolion. Pienin riski
tulee vastaavasti aliportfoliolle, joka tuo parhaiten suojaa portfolion arvon-
muutoksia vastaan. Voisi ajatella, että pienin riski annetaan sille aliportfo-
liolle, joka tuo eniten hajautushyötyä ja suurin sille, jonka hajautushyöty on
vähäisin. Beta-menetelmää ei kuitenkaan ole aina määritelty. Voi olla, että
kaikki yksittäiset betat βi ovat nollia. Tällöin menetelmää ei voida luonnol-
lisesti soveltaa.
Kun määritelmää katsoo tarkemmin, voi huomata, että beta-menetelmässä
itse asiassa jakajat Var(XN) voidaan supistaa pois, jolloin jäljelle jää pelkät
kovarianssit Cov(Xi, XN). Tällöin voitaisiinkin puhua myös kovarianssime-
netelmästä.
58 Lause (Beta-menetelmän ominaisuudet). Beta-menetelmä ei toteuta yh-
tään ehdoista A1, A2 tai A3.
Todistus. Olkoon meillä aliportfoliot 1 ja 2 ja Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4}. Olkoon
aliportfolioita kuvaava tuottotaulukko seuraava.
X1 X2 X{1,2}
ω1 2 0 2
ω1 0 1 1
ω1 0 0 0
ω1 -1 -1 -2
ρmax 1 1 2
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Nyt ρmax(X1) = 1 = ρmax(X2) ja ρ(XN) − ρ(X1) = 1 = ρ(XN) − ρ(X2)
eli ρ(XS∪{1}) − ρ(XS) > ρ(XS∪{1}) − ρ(XS) kaikilla S ⊂ N , mutta kun
lasketaan kovarianssit, saadaan Cov(X1, XN) = 1, 44 ja Cov(X2, XN) = 0, 75
joita vastaavat beta-luvut ovat β1 = 0, 66 ja β2 = 0, 34. Tällöin ϕβ1 (Λ
ρmax
N ) =
1, 31 6= 0, 09 = ϕβ2 (ΛρmaxN ). Näin ollen beta-menetelmällä ei ole yhtäläisen
kohtelun ominaisuutta A1.
Vahvan monotonoisuuden kohdalla tarkastellaan lauseen 56 todistuksessa
esitettyjä taulukoita. Todistuksessa huomattiin, että ρ(A1) = 10 > 9 = ρ(B1)
ja ρ(AN)− ρ(A2) = 0 = ρ(BN)− ρ(B2) eli ρ(AS∪{1})− ρ(AS) > ρ(BS∪{1})−
ρ(BS) kaikilla S ⊂ N . Tästä huolimatta ϕβ1 (A) = −110 < −16, 36 = ϕβ1 (B),
kuten lähteessä 4 myös laskettiin. Beta-menetelmällä ei siis ole vahvan mon-
otonisuuden ominaisuutta.
Ydinyhteensopivuuden osalta viittaamme taas Balogin kollegoineen suo-
rittamaan simulaatioon [4]. Beta-menetelmällä ei siis ole yhtään ominaisuuk-
sista A1, A2 ja A3.
3.2.3 Riskilisämenetelmä
Intuitiivisesti miellyttävä tapa tutkia aliportfolion i vaikutusta kokonaisris-
kiin on tutkia koko portfolion riskin ja koko portfolion, josta on poistettu
aliportfolio i, riskin erotusta. Tällöin nähdään, paljonko riski lisääntyy kun
aliportfolio i lisätään muihin sijoituksiin. Tästä päästäänkin riskilisämene-
telmän (eng. Incremental method) määritelmään.
59 Määritelmä (Riskilisämenetelmä). Olkoon ΛρN ∈ RCASN . Tällöin lu-
vuista
ϕ∆i (Λ
ρ
N) :=
ρ(XN)− ρ(XN\{i})∑
j∈N
(
ρ(XN)− ρ(XN\{j})
)ρ(XN)
saatavaa allokaatiota kutsutaan riskilisämenetelmän mukaiseksi allokaatiok-
si.
Tätäkään menetelmää ei voi aina käyttää, sillä lukuja ϕ∆i (Λ
ρ
N)) ei ole
välttämättä määritelty, sillä voi olla, että kaikilla i ∈ N pätee ρ(XN) −
ρ(XN\{i}) = 0.
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60 Lause (Riskilisämenetelmän ominaisuudet). Riskilisämenetelmä toteut-
taa ehdon A1, mutta ei ehtoja A2 tai A3.
Todistus. Suoraan määritelmän perusteella voidaan todeta, että riskilisäme-
netelmä toteuttaa yhtäläisen kohtelun periaatteen A1. Yhtäläisessä kohtelus-
sa on juuri kyse riskilisistä, ja riskilisämenetelmä jakaa riskin nimen omaan
riskilisien perusteella.
Vahvan monotonisuuden puutte nähdään tarkastelemalla Balogin kolle-
goineen esittämää vastaesimerkkiä [4]. Olkoon XρmaxN , Y
ρmax
N ∈ RCASN ja
Ω = {ω1, ω2}. Olkoon riskinallokointitilanteet seuraavien taulukkojen mukai-
set.
X1 X2 X{1,2}
ω1 -2 -9 -11
ω2 −9 0 −9
ρmax 9 9 11
Y1 Y2 Y{1,2}
ω1 -2 -7 -9
ω2 −9 0 −9
ρmax 9 7 9
Nyt ρmax(X1) = ρmax(Y1) ja ρmax(XN)− ρmax(X2) > ρmax(YN)− ρmax(Y2)
eli ρ(XS∪{1})−ρ(XS) > ρ(YS∪{1})−ρ(YS) kaikilla S ⊂ N , mutta ϕ∆1 (XρmaxN ) =
11
2
< 9 = ϕ∆1 (Y
ρmax
N ), joten riskilisämenetelmällä ei ole vahvan monotonisuu-
den ominaisuutta.
Ydinyhteensopivuuden osalta viittaamme taas Balogin kollegoineen suo-
rittamaan simulaatioon [4]. Riskilisämenetelmällä on siis ominaisuus A1,
mutta ei ominaisuuksia A2 ja A3.
3.2.4 Shapleyn menetelmä
Eräs peliteoriassa yleinen käsite on Shapleyn arvo. Sen ideana on kuvata,
paljonko pelaajan kontribuutio on erilaisten pelaajajoukkojen muodostamien
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yhdistelmien kokonaisvoittoon keskimäärin. Nyt pelaajat voidaan tulkita ali-
portfolioksi ja voitto riskiksi. Tällöin saadaan teoreettisilta ominaisuuksiltaan
hyvä, Shapleyn menetelmän (eng. Shapley method) mukainen allokaation.
61 Määritelmä (Shapleyn menetelmä). Olkoon ΛρN ∈ RCASN , N kaikkien
aliportfolioiden indeksijoukko ja |S| := #S. Tällöin luvuista
ϕShi (Λ
ρ
N) :=
∑
S⊂N\{i}
|S|!(|N | − 1− |S|)!
|N |!
(
ρ(XS∪{i})− ρ(XS)
)
saatavaa allokaatiota kutsutaan Shapleyn menetelmän mukaiseksi allokaa-
tioksi.
Suluissa oleva osa ρ(XS∪{i})− ρ(XS) kertoo, paljonko riski kasvaa, mikä-
li aliportfolio i lisättäisiin joukkoon S. Kerroin |S|! huomioi kaikki eri jär-
jestykset, joilla joukon S sisältämät aliportfoliot voidaan järjestää, kerroin
|N | − 1 − |S| huomioi vastaavasti kaikki aliportfolioiden järjestykset joukon
S ulkopuolella siten, että termi −1 poistaa aliportfolion i laskuista ja lopulta
jakaja |N | huomioi kaikki mahdolliset tavat järjestää aliportfoliot. Tällä jaka-
jalla päästään keskiarvon tulkintaan. Kertoimena onkin kokonaisuudessaan
binomikertoimen eräänlainen käänteisluku.
Shapleyn menetelmän etuna on sen tekniset ominaisuudet, mutta pa-
hana haittana sen laskennallinen monimutkaisuus. Toki menetelmää varten
on kehitetty joukko erilaisia approksimaatiomenetelmiä, mutta tässä ei nii-
tä käydä läpi. Runsaasti lisätietoa Shapleyn arvoista löytyy esimerkiksi Llo-
yd S. Shapleyn kunniaksi kootusta artikkelikokoelmasta Shapley Value [23].
Shapleyn menetelmä on ainoa yleisesti käytetty riskinallokointimenetelmä,
joka toteuttaa sekä yhtäläisen kohtelun ominaisuuden A1 että vahvan mono-
tonisuuden ominaisuuden A2 [8]. Muotoillaan tämä vielä formaalisti seuraa-
vassa lauseessa.
62 Lause (Shapleyn menetelmän ominaisuudet). Shapleyn menetelmä to-
teuttaa ehdot A1 ja A2, mutta ei ehtoa A3.
Todistus. Kun oletetaan, että
ρ(XS∪{i})− ρ(XS) = ρ(XS∪{j})− ρ(XS)
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kaikilla S ⊂ N \ {i, j} ja kun lasketaan Shapleyn menetelmässä olevat kes-
kiarvot eri osajoukkojen S ⊂ N suhteen edellä olevasta yhtälöstä puolittain,
on tuloksena samat luvut eli ϕShi (Λ
ρ
N) = ϕ
Sh
j (Λ
ρ
N). Näin ollen Shapleyn me-
netelmällä on yhtäläisen kohtelun ominaisuus A1.
Vahvan monotonisuuden ominaisuuden todistaminen on tehty Csokan ja
Pinterin toimesta [8], eikä sitä todisteta tässä. Jäljelle jäävän yhdinyhteenso-
pivuusominaisuuden osalta meidän riittää muistaa, ettei se voi toteutua omi-
naisuuksien A1 ja A2 kanssa yhtä aikaa. Näin ollen Shapleyn menetelmällä
on ominaisuudet A1 ja A2, mutta ei ominaisuutta A3.
3.2.5 Eulerin menetelmä
Eulerin menetelmästä (eng. Euler method), joka tunnetaan myös gradientti-
menetelmänä sekä marginaaliriskikontribuutiomenetelmänä, on käytössä sekä
kirjallisuudessa että käytännön riskienhallintatyössä erilaisia versioita, mut-
ta kokonaisuudessaan menetelmä on erittäin suosittu [4]. Menetelmästä voi-
taisiin käyttää myös peliteoreettista nimitystä Aumann-Shapley-menetelmä,
sillä menetelmä perustuu käytännössä Aumann-Shapleyn arvoihin. Menetel-
män ideana onkin mitata, kuinka nopeasti kokonaisriski kasvaa eri aliportfo-
lioiden suuntaan. Kun nämä marginaalinopeudet kootaan vektoriksi, saamme
tietysti gradientin, mistä menetelmän vaihtoehtoinen nimitys tuleekin.
Tässä esitetään menetelmä yleisessä muodossa suunnattujen derivaatto-
jen avulla. Käytössä on usein myös osittaisderivaattoihin perustuva versio,
mutta sitä ei tässä käsitellä. Siihen voi tutustua esimerkiksi artikkelista [26].
63 Määritelmä (Eulerin menetelmä). Olkoon ΛρN ∈ RCASN . Tällöin lu-
vuista
ϕεi (Λ
ρ
N) := lim
h→0
ρ(XN + hXi)− ρ(XN)
h
:= ∇Xiρ(XN)
saatavaa allokaatiota kutsutaan Eulerin menetelmän mukaiseksi allokaatiok-
si.
Eulerin menetelmässä siis katsotaan, mitä portfolion kokonaisriskille ta-
pahtuu, kun portfolioon lisätään äärimmäisen vähän aliportfoliota i.
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64 Lause (Eulerin menetelmän ominaisuudet). Eulerin menetelmä ei toteuta
yhtään ehdoista A1, A2 tai A3. Jos oletetaan, että käytetty riskimitta on
koherenttiuden lisäksi derivoituva sekä suuntaan Xi että −Xi kaikilla i ∈ N ,
toteutuu kuitenkin ehto A3.
Todistus. Sen, ettei Eulerin menetelmä toteuta yleisesti yhtään ominaisuuk-
sista A1, A2 ja A3 on osoittanut Balog kollegoineen [4]. Mikäli käytetty ris-
kimitta on derivoituva, Eulerin menetelmällä on ydinyhteensopivuusominai-
suus. Tämän ovat osoittaneet Buch ja Dorfleitner 2008 [5]. Näitä todistuksia
ei toisteta tässä tutkimuksessa.
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4 Esimerkki: Eufex Eläkevarainhoito
Tässä kappaleessa on tarkoitus soveltaa aiemmin esitettyä teoriaa käytännön
tilanteessa, katsoa, millaisia tuloksia saadaan ja yrittää tulkita näitä tuloksia.
Aloitetaan käytetyn menetelmän kuvauksella, jatketaan tuloksiin ja lopuksi
pyritään tulkitsemaan tuloksia aiemmin esitetyn teorian valossa.
4.1 Menetelmä
Tutkittavaksi sijoitusportfolioksi valitaan Eufex Pankki Oyj:n hallinnoiman
Eufex Eläkevarainhoito -erikoissijoitusrahasto (rahasto). Kyseessä on rahas-
tojen rahasto (eng. fund of funds), joka sijoittaa vähäisin rajoituksin glo-
baalisti kaikkiin omaisuuslajeihin [12]. Kutsutaan rahaston sijoituskohteena
olevia toisia rahastoja kohderahastoiksi. Rahastolla oli 31.8.2012 seuraavat
kohderahastot seuraavin painoin:
Kohderahasto Markkina Paino
NATIXIS Harris Associates U.S. Equity Osakkeet, Yhdysvallat 10,0 %
Vontobel - US Value Equity Osakkeet, Yhdysvallat 9,8 %
Fidelity Germany Osakkeet, Saksa 6,7 %
Fidelity ASEAN Osakkeet, Kaakkois-Aasia 3,3 %
Tundra Pakistan Osakkeet, Pakistan 3,5 %
GAMMA Iceland Government Bond Islantilaiset velkakirjat 12,3 %
Pictet - Asian Local Currency Debt Kehittyvän Aasian mai-
den velkakirjat
12,6 %
UBS (Lux) Bond Fund - CAD Kanadalaiset velkakirjat 12,5 %
KBC Renta TRY-Renta Turkkilaiset velkakirjat 4,1 %
Threadneedle (Lux) Enhanced Commodities
EUR Hedged
Yleisesti hyödykkeet 8,4 %
Diapason Rogers Commodity Index Agricul-
ture EUR hedged
Maataloushyödykkeet 8,9 %
Diapason Rogers Commodity Index Energy
EUR hedged
Energiahyödykkeet 5,7 %
Pictet (CH) - Physical Gold EUR Fyysinen kulta 2,4 %
Taulukko 1: Eufex Eläkevarainhoito -erikoissijoitusrahaston sisältämät koh-
derahastot sekä niiden painot 31.8.2012.
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Ensimmäiset 5 kohderahastoa sijoittavat osakkeisiin, seuraavat 4 velka-
kirjoihin ja loput 4 hyödykkeisiin. Tarkastellaan rahaston riskiä sekä omai-
suuslajeittain, että kohderahastoittain. Tällöin aliportfolion käsitettä pääs-
tään soveltamaan kahdella luonnollisen tuntuisella tavalla. Ensin omaisuusla-
jit tulkitaan aliportfolioksi minkä jälkeen aliportfolioiksi tulkitaan yksittäiset
kohderahastot.
Datana käytetään kunkin kohderahaston kerran pankkipäivässä julkais-
tua osuuden arvoa (eng. net asset value) kahden vuoden ajalta. Näistä ar-
voista laskemme keskiviikko-keskiviikko -viikkotuotot, joita hyödyntäen si-
muloimme 10000 synteettistä vuosituottoa. Tästä vuosituottojen jakaumas-
ta laskemme maksimaalisen riskimitan valitsemalla kaikkein pienimmän yk-
sittäisen vuosituoton, sekä VaR0.05 tason kvantiilipisteenä sekä tätä vastaa-
van ES-luvun keskiarvona VaR-tasoa pienemmistä havainnoista. Laskemme
koko salkulle sekä omaisuuslajien määräämille aliportfolioille tuottohistoriat
käyttämällä historiallisia sijoitusten tuottoja sekä nykyisiä vakiona pidettä-
viä painoja. Tarvittavat kovarianssit laskemme niin ikään viikkotuotoista.
Tämän jälkeen omaisuuslajeihin sovelletaan riskilisämenetelmää sekä Shapleyn
menetelmää. Yksittäisiin kohderahastoihin sovelletaan sen jälkeen aktiviteet-
timenetelmää sekä beta-menetelmää.
Vuosituottojen simuloinnissa käytetään hyväksi havaittuja viikkotuotto-
jen jakaumia jolloin oletetaan, että viikkotuotot ovat riippumattomia. Tämän
oletuksen realistisuutta tarkastellaan tutkimalla viikkotuottosarjojen auto-
korrelaatioita. Lisäksi oletetaan, että sijoitusten viikkotuottojen jakaumat
ovat stationaarisia.
Maksimaalisen riskimitan estimointiin liittyen tulee huomata, että valittu
simulaatioiden lukumäärä 10000 vaikuttaa suuresti saatavaan arvoon. Mikäli
tätä arvoa nostetaan, on hyvin todennäköistä, että simuloitujen vuosituotto-
jen minimi pienenee. Kun havaintojen lukumäärää kasvatetaan rajatta, lä-
hestyy minimi sitä lukua, joka saadaan laskemalla vuosituotto käyttäen 52
kertaa kaikkein pienintä viikkotuottoa. Tämä arvo itse asiassa saavutetaan
hyvin suurella todennäköisyydellä jo hyvinkin äärellisillä simulaation toisto-
määrillä.
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4.2 Tulokset
Aloitetaan käytettyjen viikkotuottosarjojen autokorrelaatioista, sillä ilman
oletusta riippumattomista viikkotuotoista, käyttämämme simulaatiomenetel-
mä ei ole validi. Määritellään ensin otosautokorrelaatiofunktio [19].
65 Määritelmä (Otosautokorrelaatiofunktio). Olkoon x1, x2, . . . , xn reaa-
liarvoinen havaintosarja. Tällöin otosautokorrelaatiofunktiolla tarkoitetaan
lukujonoa
rx(v) =
1
n−v
∑n−v
t=1 (xt − x)(xt+v − x)
1
n
∑n
t=1(xt − x)2
,
missä x = 1
n
∑n
t=1 xt.
Lyhennetään otosautokorrelaatiofunktio oakf. Kun lasketaan otosautokor-
relaatiofunktion arvoja koko portfoliolle, saadaan seuraava kuvaaja.
Kaikkien omaisuuslajien sekä yksittäisten kohderahastojen osalta otosau-
tokorrelaatiofunktioiden kuvaajat ovat samankaltaisia. Taulukoidaan vielä
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omaisuuslajeittain sekä kohderahastoittain yhden sekä kahden viikon viiveil-
lä lasketut otosautokorrelaatiofunktion arvot.
Kohde oakf 1 vko oakf 2 vko
NATIXIS Harris Associates U.S. Equity -0,065 -0.052
Vontobel - US Value Equity -0,149 0.056
Fidelity Germany -0,18 0,023
Fidelity ASEAN -0,06 -0,048
Tundra Pakistan -0,087 -0.108
GAMMA Iceland Government Bond 0,302 0,06
Pictet - Asian Local Currency Debt -0,137 -0,08
UBS (Lux) Bond Fund - CAD -0,054 -0,128
KBC Renta TRY-Renta 0,018 -0,131
Threadneedle (Lux) Enhanced Commodities
EUR Hedged
-0,09 -0,03
Diapason Rogers Commodity Index Agricul-
ture EUR hedged
-0,081 0,14
Diapason Rogers Commodity Index Energy
EUR hedged
-0,095 -0,066
Pictet (CH) - Physical Gold EUR -0,072 0,019
Osakkeet -0,158 0,088
Bondit 0,138 -0,102
Hyödykkeet -0,095 0,029
Koko portfolio -0,086 -0,029
Taulukko 2: Otosautokorrelaatiofunktion arvot eri kohderahastoille ja omai-
suuslajeille viikon ja kahden viikon viiveellä.
Suurin yskittäinen otosautokorrelaatiofunktion arvo löytyy islantilaisiin
valtiolainoihin sijoittavasta Gamman rahastosta yhden viikon viiveellä. Muut
havaitut arvot ovat selkeästi hyvin matalia. Tulkitaan siis, että tarkastelta-
vien kohderahastojen viikkotuotot ovat riippumattomia yli ajan eli yksittäi-
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seen viikkotuottoon ei vaikuta sitä edeltävät viikkotuotot. Riippumattomuut-
ta ei kuitenkaan oleteta eri kohderahastojen välille yksittäisen viikon osalta.
Oletetaan lisäksi stationaarisuus.
Seuraavassa on esitetty esimerkin omaisesti viikkotuotoista simuloidun
10000 vuosituoton jakauma koko portfoliolle.
Alla on taulukoitu kaikille sijoituksille vastaavista jakaumista lasketut
riskitunnusluvut, joiden tarkoituksena on toimia esimerkkinä ja hahmotella
suuruusluokkia. VaR0.05 on laskettu 5%-kvantiilina jakaumasta, ES0.05 tä-
män kvantiilipisteen alittaneista havainnoista keskiarvona ja ρmax on minimi
kaikista 10 000 havainnosta. Näistä riskimitoista ρmax on kaikkein herkin ha-
vaintojen määrän valinnalle. 10000 havaintoa onkin vain yksi kvalitatiivisesti
valittu määrä simuloiduille vuosituotoille ja soveltaja voisi käyttää muitakin
määriä. Muut mainitut riskiluvut eivät muutu erityisen merkittävästi havain-
tojen määrän muuttuessa, kunhan simuloituja havaintoja on ns. riittävästi.
Luvut on esitetty euromääräisinä, ja niissä huomioidaan sijoitusten todellinen
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koko. Näin ollen pienempi sijoitus voi saada pienemmän riskiluvun, vaikka
perinteisesti ajatellen alla oleva markkina voisikin olla riskipitoisempi.
Kohde Sijoituksen
koko
VaR0.05 ES0.05 ρmax
NATIXIS Harris Associates U.S.
Equity
640 539,61 99 996,52 138 949,30 281 247,50
Vontobel - US Value Equity 631 601,25 32 701,47 64 054,30 172 287,30
Fidelity Germany 429 519,20 133 403,20 165 277,30 259 811,00
Fidelity ASEAN 209 806,65 27 996,27 39 904,61 85 066,34
Tundra Pakistan 222 986,14 20 849,51 34 997,90 83 093,80
GAMMA Iceland Government
Bond
790 745,72 40 105,68 70 763,30 194 626,90
Pictet - Asian Local Currency
Debt
809 014,12 69 594,68 100 175,60 215 457,80
UBS (Lux) Bond Fund - CAD 805 878,14 59 101,87 89 543,64 226 826,40
KBC Renta TRY-Renta 265 469,03 41 973,08 53 318,83 97 830,36
Threadneedle (Lux) Enhanced
Commodities EUR Hedged
538 023,70 108 055,00 141 724,00 271 072,80
Diapason Rogers Commodity In-
dex Agriculture EUR hedged
569 411,56 135 320,60 174 044,70 338 992,60
Diapason Rogers Commodity In-
dex Energy EUR hedged
364 841,24 124 266,70 148 781,40 229 680,60
Pictet (CH) - Physical Gold EUR 155 412,79 17 933,11 28 491,70 60 521,36
Osakkeet 2 134 452,84 253 535,80 368 338,00 789 210,70
Korot 2 671 107,01 122 716,70 205 249,30 487 842,40
Hyödykkeet 1 627 689,29 320 677,30 417 601,00 771 261,10
Koko portfolio 6 433 249,14 317 690,80 576 721,90 1 707 288,00
Taulukko 3: Yksittäisten kohderahastojen sekä omaisuuslajien eri riskimitto-
jen suhteen lasketut riskit.
Omaisuuslajeista koroilla on pienin riski kaikkien käytettyjen riskimit-
tojen suhteen, vaikka ne ovat portfolion suurin omaisuuslaji. Yksittäisistä
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kohderahastoista Diapasonin maataloushyödykkeisiin sijoittava rahasto kan-
taa suurinta riskiä kaikkien riskimittojen suhteen, vaikka sen koko ei suu-
rimmasta päästä olekaan. Huomattavaa kuitenkin on, että tässä tutkitaan
yksittäisten sijoitusten riskejä itsenäisinä kohteina. Siirrymmekin nyt riskin
allokointiin.
Sovelletaan aktiviteettimenetelmää, beta-menetelmää, Shapleyn menetel-
mää sekä riskilisämenetelmää. Tarkastellaan ensin yksittäisiä kohderahasto-
ja aktiviteettimenetelmän ja beta-menetelmän avulla ja sen jälkeen omai-
suuslajien muodostamia aliportfolioita Shapleyn menetelmän ja riskilisäme-
netelmän avulla. Haluamme vertailla juuri aktiviteettimenetelmää sekä beta-
menetelmää toisiinsa, sillä ensimmäinen ei huomioi sijoitusten välistä riippu-
vuusrakennetta ja jälkimmäinen erityisesti huomioi. Omaisuuslajien kohdalla
kiinnostavaa vertailua saamme tarkastelemalla ensin aktiviteettimenetelmäl-
lä omaisuuslajin riskilisää koko jäljellä olevaan portfolioon nähden ja sitten
keskimääräistä riskilisää eri aliportfoliokokoelmiin nähden Shapleyn mene-
telmän kohdalla.
Aloitetaan aktiviteettimenetelmästä. Tätä menetelmää käytettäessä ole-
tetaan siis, etteivät sijoitukset tuo suojaa toisiaan vastaan. Ilmoitetaan saa-
dut riskikontribuutiot prosentteina. Tällöin taulukko vastaa kysymykseen sii-
tä, kuinka suuren osan kokonaisriskistä kukin kohderahasto tuottaa eri ris-
kimittojen mielessä aktiviteettimenetelmän suhteen. Luvut voitaisiin ilmoit-
taa myös euromääräisinä. Tällöin taulukko vastaisi kysymykseen siitä, kuin-
ka suuri on kunkin kohderahaston euromääräinen kontribuutio koko portfo-
lion hyväksyttävyyteen vaadittavaan eurokäteismäärään. Euromääräiset lu-
vut saataisiin yksinkertaisesti kertomalla taulukon prosenteilla koko portfo-
lion käytetyn riskimitan suhteen laskettu euromääräinen riski.
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Kohde Sijoituksen
koko
VaR0.05 ES0.05 ρmax
NATIXIS Harris Associates U.S.
Equity
10,0 % 11,0 % 11,1 % 11,2 %
Vontobel - US Value Equity 9,8 % 3,6 % 5,1 % 6,8 %
Fidelity Germany 6,7 % 14,9 % 13,2 % 10,3 %
Fidelity ASEAN 3,3 % 3,1 % 3,2 % 3,4 %
Tundra Pakistan 3,5 % 2,3 % 2,8 % 3,3 %
GAMMA Iceland Government
Bond
12,3 % 4,4 % 5,7 % 7,7 %
Pictet - Asian Local Currency
Debt
12,6 % 7,6 % 8,0 % 8,6 %
UBS (Lux) Bond Fund - CAD 12,5 % 6,5 % 7,2 % 9,0 %
KBC Renta TRY-Renta 4,1 % 4,6 % 4,3 % 3,9 %
Threadneedle (Lux) Enhanced
Commodities EUR Hedged
8,4 % 11,9 % 11,3 % 10,8 %
Diapason Rogers Commodity In-
dex Agriculture EUR hedged
8,9 % 14,8 % 13,9 % 13,5 %
Diapason Rogers Commodity In-
dex Energy EUR hedged
5,7 % 13,6 % 11,9 % 9,1 %
Pictet (CH) - Physical Gold EUR 2,4 % 2,0 % 2,3 % 2,4 %
Taulukko 4: Kohderahaston osuus rahastosta sekä eri riskimittojen suhteen
lasketut aktiviteettimenetelmän mukaiset riskikontribuutiot prosentteina il-
maistuna
Huomataan, että yhdysvaltalaiset ja saksalaiset osakkeet sekä hyödykkeet
tuovat suuren kontribuution kokonaisriskiin. Samaan aikaan esimerkiksi is-
lantilaiset valtionlainat tuottavat suuresta osuudestaan huolimatta vähäisen
kontribuution portfolion kokonaisriskiin kaikkien käytettyjen riskimittojen
mielessä.
Tutkitaan sitten beta-menetelmän avulla vastaavia riskikontribuutioita.
Beta-menetelmässä ei riskimitan valinnalla ole merkitystä prosentuaalisiin
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kontribuutioihin, mutta euromääräisiin on, sillä jaettavana oleva kokonais-
riski muuttuu, mikäli vaihdamme riskimittaa. Raportoidaan nyt kovarianssit
salkkua vastaan, prosentuaaliset kontribuutiot sekä euromääräiset kontribuu-
tiot ES0.05-riskimitan suhteen. Kontribuutiot on laskettu suoraan kovarians-
seista, sillä betoissa on sama jakaja ja tällöin jakosuhde on sama kuin kova-
rianssien suhteen laskettuna.
Kohde Sijoituksen
koko
Cov Kontrib.
%
ES0.05
NATIXIS Harris Associates U.S.
Equity
10,0 % 1012340903 15,3 % 88 076,76
Vontobel - US Value Equity 9,8 % 631273920 9,5 % 54 922,77
Fidelity Germany 6,7 % 828134877 12,5 % 72 050,27
Fidelity ASEAN 3,3 % 333744251 5,0 % 29 036,77
Tundra Pakistan 3,5 % 70329257 1,1 % 6 118,86
GAMMA Iceland Government
Bond
12,3 % 291105481 4,4 % 25 327,07
Pictet - Asian Local Currency
Debt
12,6 % 286343615 4,3 % 24 912,77
UBS (Lux) Bond Fund - CAD 12,5 % 469687611 7,1 % 40 864,26
KBC Renta TRY-Renta 4,1 % 166441721 2,5 % 14 480,94
Threadneedle (Lux) Enhanced
Commodities EUR Hedged
8,4 % 827154017 12,5 % 71 964,94
Diapason Rogers Commodity In-
dex Agriculture EUR hedged
8,9 % 900631931 13,6 % 78 357,74
Diapason Rogers Commodity In-
dex Energy EUR hedged
5,7 % 729264601 11,0 % 63 448,26
Pictet (CH) - Physical Gold EUR 2,4 % 82301585 1,2 % 7 160,49
Taulukko 5: Kohderahaston osuus rahastosta, sijoituksen kovarianssi koko
salkun kanssa, riskikontribuutio prosentteina sekä riskikontribuutio absoluut-
tisesti ES0.05-riskimitan suhteen
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Beta-menetelmää hyödyntäen voidaan havaita, että yhdysvaltalaiset ja
saksalaiset osakkeet sekä kultaa lukuun ottamatta hyödykkeet kasvattavat
portfolion kokonaisriskiä eniten. Beta-menetelmä nostaa esiin siis samat si-
joituskohteet kuin aktiviteettimenetelmäkin, joten vähentääkseen riskiä, sal-
kunhoitajan kannattaisi ensimmäisenä vähentää yhdysvaltalaisia osakkeita,
saksalaisia osakkeita tai hyödykkeitä.
Siirrytään nyt omaisuuslajien tasolle. Tarkastellaan omaisuuslajien riski-
kontribuutioita salkun kokonaisriskiin ensin riskilisämenetelmän avulla. Va-
litaan nyt käytettäväksi riskimitaksi ES0,05.
Osuus
salkusta
Riski
ilman
Riskilisä Kontrib.
%
Kontrib.
Osakkeet 33,18 % 348 329,00 228 392,90 61,61 % 355 331,70
Korot 41,52 % 642 878,00 -66 156,10 -17,85 % -102 925,09
Hyödykkeet 25,30 % 368 265,10 208 456,80 56,23 % 324 315,29
Koko portfolio 100 % 0 576 721,90 100 % 576 721,90
Taulukko 6: Riskilisä-menetelmän mukaiset kontribuutiot ES0,05-riskimitan
suhteen.
Korot vähentävät siis portfolion riskiä, vaikka niiden mukana olo tietenkin
kasvattaakin portfolion kokoa. Selitys löytyy siitä, että omaisuuslajina korot
ovat tuoneet tarkasteluperiodin aikana suojaa muiden omaisuuslajien laskuja
vastaan.
Mikäli salkunhoitaja haluaisi nyt laskea portfolion riskitasoa, kannat-
taisikin hänen siis aloittaa myymällä hyödykkeitä pois, sillä hyödykkeillä
on suurin kontribuutio kokoonsa nähden. Mutta tarkastellaan vielä lopuksi
Shapleyn menetelmän mukaisia omaisuuslajien riskikontribuutioita. Menetel-
mä on monimutkaisin sovelletuista menetelmistä, mutta toisaalta omaisuus-
lajien vähäinen määrä tekee laskelmista kohtuulliset.
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Osuus
salkusta
Shapleyn
arvo
Kontrib.
%
Kontrib.
Osakkeet 33,18 % 140 846,43 57,18 % 329 763,36
Korot 41,52 % -33 609,52 -13,64 % -78 689,87
Hyödykkeet 25,30 % 139 088,88 56,47 % 325 648,41
Taulukko 7: Shapleyn menetelmän mukaiset kontribuutiot ES0,05-riskimitan
suhteen.
Suhteessa riskilisämenetelmään, osakkeiden kontribuutio kokonaisriskiin
madaltui ja korkojen kasvoi. Hyödykkeiden kontribuutio sekä riskilisämene-
telmän, että Shapleyn menetelmän avulla laskettuna on käytännössä sama.
4.3 Toimenpide-ehdotukset
Eufex Eläkevarainhoito -erikoissijoitusrahastoa on nyt tutkittu omaisuus-
lajien sekä yksittäisten kohderahastojen tasolla. Tässä yhteydessä simuloi-
tiin 10000 havaintoa tarvittavia vuosituottojakaumia varten laskemalla en-
sin kahden vuoden ajalta keskiviikko-keskiviikko -tuotot, olettamalla viikko-
tuottojen riippumattomuus ja stationaarisuus, ja arpomalla viikkotuottoja
takaisinpanolla ja muodostaen vuosituottoja. Kohderahastojen tasolla sovel-
lettiin aktiviteettimenetelmää sekä beta-menetelmää ja omaisuuslajien tasol-
la riskilisämenetelmää sekä Shapleyn menetelmää. Käytetty riskimitta oli jo-
kaisessa kohdassa ES0,05, paitsi aktiviteettimenetelmän kohdalla myös muita
sovellettiin.
Näiden laskelmien perusteella Eufex Eläkevarainhoito -erikoissijoitusrahaston
riskiä laskeakseen tulisi salkunhoitajien vähentää osakkeita, ja mahdollisesti
myös hieman hyödykkeitä. Kohderahastojen tasolla vähennyksen kohteeksi
voisi valita Natixisin yhdysvaltalaisten osakkeiden rahaston, Fidelityn saksa-
laisten osakkeiden rahaston sekä Diapasonin maataloushyödykerahaston.
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5 Lopuksi
Kun alkaa tutkia portfoliossa olevien sijoitusten vaikutusta portfolion koko-
naisriskiin, täytyy tehdä kaksi valintaa. Ensinnäkin pitää valita sopiva riski-
mitta. Riskimitan valinnassa täytyy pohtia, mitkä ominaisuudet ovat tärkeitä
sovellettavan tilanteen kannalta ja toisaalta, minkälaista dataa on käytössä.
Toinen vaihe on riskinallokointimenetelmän valinta. Riskinallokointimenetel-
män kohdalla soveltajan tulee pohtia saman kaltaisia kysymyksiä kuin riski-
mitankin kohdalla. Voidaankin ajatella, että teorian soveltaja valitsee kum-
mastakin korista yhden funktion, minkä jälkeen varsinaiset laskut voi suo-
rittaa. Seuraavissa taulukoissa esitetään käytettyjen riskimittojen sekä riski-
nallokointiperiaatteiden tärkeimmät ominaisuudet taulukoituna.
Riskimitta Tavallinen Koherentti
Volatiliteetti
Skaalattu volatiliteetti
Maksimaalinen riskimitta
√ √
Value-at-Risk
√
Odotettu vaje
√ √
Taulukko 8: Riskimittojen ominaisuudet
Riskinallokointiperiaate Yhtäläinen
kohtelu
Vahva mono-
tonisuus
Ydinyhteen-
sopivuus
Aktiviteettimenetelmä
√
Beta-menetelmä
Riskilisämenetelmä
√
Shapleyn menetelmä
√ √
Eulerin menetelmä
Taulukko 9: Riskinallokointimenetelmien ominaisuudet
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Johtuen maksimaalisen riskimitan vaikeammasta käytännön tulkinnasta,
voi odotettu vaje olla tässä tutkimuksessa esitetyn teorian perusteella suo-
siteltavin yleisesti käytetyistä riskimitoista. Toisaalta Shapleyn menetelmä
voisi olla hyvä valinta riskinallokointiperiaatteeksi.
Aina tilanne on kuitenkin se, että soveltajan on luovuttava jostain ha-
lutusta ominaisuudesta. Joko riskimitan koherenttiudesta, riskinallokointi-
menetelmän yhtäläisen kohtelun ominaisuudesta, vahvasta monotonisuudes-
ta tai ydinyhteensopivuusominaisuudesta. Päätös siitä, mistä luovutaan, on
luonteeltaan kvalitatiivinen ja soveltajan on tehtävä päätös tapauskohtaisesti
harkintaa käyttäen.
Tässä tutkimuksessa on keskitytty riskimittoihin, jotka lasketaan sijoi-
tusten tuottojakaumista. Riskienhallintatyössä on kuitenkin syytä ymmär-
tää tämän lähestymistavan rajoitteet ja oletukset. Lisäksi on syytä muistaa,
ettei tässä tutkimuksessa laskettu tuotto-riski -suhteita, vaan huomio on puh-
taasti riskissä. Toki odotusarvoinen tuotto vaikuttaa riskilukuihinkin, mutta
vaikutusta ei voi kuvailla millään yleispätevällä tavalla.
Soveltavaa jatkotutkimusta voisi tehdä esimerkiksi siitä, kuinka usein ris-
kinallokointimenetelmien ominaisuuksia rikkovia vastaesimerkkejä tavataan
todellisessa sijoitustoiminnassa. Toisaalta riskimittojen antamien riskiluku-
jen muutoksia yli ajan voisivat olla mielenkiintoista tutkia todellisella sijoi-
tusdatalla. Teoreettista tutkimusta voisi tehdä eri riskimittojen ja eri ris-
kinallokointimenetelmien yhdistämisestä. Koska eri riskimitoilla ja riskinal-
lokointimenetelmillä on omat hyvät puolensa, näitä sopivasti yhdistämällä
esimerkiksi painotetulla keskiarvolla, saattaisi tuloksena syntyä kiinnostavia
riskimittoja ja riskinallokointimenetelmiä. Toisaalta riskimittoja voisi tut-
kia tilastotieteen keinoin tilastollisina tunnuslukuina ja pyrkiä muotoilemaan
täsmällisesti niiden ominaisuuksia estimaattoreina. Teoreettista tarkastelua
voisi tehdä myös arbitraasivapauden suhteesta riskimittojen koherenttiuteen
sekä riskinallokointimenetelmien toivottaviin ominaisuuksiin.
Riski on käsitteenä erittäin hankala, mutta samaan aikaan mielenkiintoi-
nen. Menestyvä sijoitustoiminta edellyttää aina menestyksellistä riskienhal-
lintaa. Riskit eivät katoa ne unohtamalla.
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